MODULO 2

LIMITI DELLE FUNZIONI

» APPROCCIO INTUITIVO

o Esempio I: y= f(x)

x—1
x y =f(x)
1-1/10 2.8
1-1/100 2,98
1-1/1000 2,998
1-1/10000 2,9998
1 (1) non esiste
1+1/10000 3,0002
1+1/1000 3,002
1+1/100 3,02
1+1/10 32
) x—1
o Esempio2: y=f(x)="
X
x Y =fx)
—10000 1,0001
—1000 1,001
—100 1,01
-10 1,1
+10 0.9
+100 0,99
+1000 0,999
+10000 0,9999
: 1
o Esempio 3: y=f(x)=——
x—1
x y =fx)
1-1/10 -10
1-1/100 —100
1-1/1000 —1000
1-1/10000 —10000
1 (1) non esiste
1+1/10000 10000
1+1/1000 1000
1+1/100 100
1+1/10 10
. 3
o Esempio4: y=f(x)=x
x y =[x
—10000 -10"
-1000 -10°

A

_2x2—x—1_ 2x+1 x#1

x=1



-100 -10°
-10 -10°
+10 +10°
+100 +10°
+1000 +10°
+10000 +10"

» DEFINIZIONE DI LIMITE FINITO DI UNA FUNZIONE PER x CHE
TENDE AD UN VALORE FINITO: [im f(x)=1

X=X,

o Esempio: Verificare che lim+/2x—-3 =1
x—2
o lim x=1x,
X=X,
o limk=k
X=X,
o lim (ax+b)=axy+b
X=X,

o limsinx=0
x—0

» DEFINIZIONE DI LIMITE FINITO DI UNA FUNZIONE PER x CHE
TENDE ALL’INFINITO: lim f(x)=1

X—>o0

x—1 _l

o Esempio: Verificare che lim =
x>0 2x4+3 2
1

o lim—=0
x—o0 X
ok
o lim—=0 k#0

X—oo X

o lim sinx non esiste
X—yo0

o Ilima =0" se O<a<l1
X—>+00

: +
o lima* =0" se a>1
x—>—00

> DEFINIZIONE DI LIMITE INFINITO DI UNA FUNZIONE PER x
CHE TENDE AD UN VALORE FINITO: lim f(x)=co

X=X,

o Esempio: Verificare che [lim 2x-1 =
=1 x—1

oo



O

O

O

1

lim—=oo

x=0Xx

limlog,x=+> se O<a<l1
x—0"

limlog,x=—o se a>1
x—0"

» DEFINIZIONE DI LIMITE INFINITO DI UNA FUNZIONE PER x
CHE TENDE ALL’INFINITO: lim f(x)=oc

O

O

X—>00

. . oo . 2
Esempio: Verificare che lim x™ = oo

X—>00
lim a* =4 se a>1

X—>+00

lim a* =4+ sel<a<

X—>—o0

lim log,x=+ se a>1
X—>+00

lim log,x=—o se O<a<l
X—>+00

» TEOREMI GENERALI SUI LIMITT (LIMITI FINITT)

O

Teorema di unicita del limite — Se, per x — x; la funzione f(x)
ammette un limite, questo ¢ unico.
Teorema della permanenza del segno — Se, per x—x, la
funzione f(x) tende al limite finito / diverso da zero, esiste un
intorno di x, per tutti 1 punti del quale, escluso al piu x, 1 valori
della funzione hanno lo stesso segno del limite.
Teorema — Se in un intorno del punto x,, escluso al piu x = x,
la funzione f{(x) ¢ positiva o nulla ed ammette limite / per x—xy,
allora [ > 0.
Teorema — Se in un intorno del punto x,, escluso al piu x = x,
la funzione f(x) ¢ negativa o nulla ed ammette limite [ per
x—X, allora [ < 0.
Teorema del confronto — Se due funzione g(x) e h(x) tendono
allo stesso limite / per x — x(, ed una terza funzione f(x) ¢ tale
che, in un certo intorno di x, escluso al piu x, si abbia

g(x) < flx) < h(x)
allora anche f(x) tende ad [ x — x,.
Teorema sul limite del modulo di una funzione — Se,

lim f (x)=1, allora lim| f (x)| =l



Teorema — Il limite della somma o della differenza di due
funzioni ¢ uguale alla somma o alla differenza dei limiti,

ovvero: se limf(x)=l, e limf,(x)=1,, allora
lim[ﬂ(x)ifz(x)]zllilz

Teorema — Il limite del prodotto di una costante per una
funzione ¢ uguale alla costante per il limite della funzione,

ciot: lim| k- f(x)|=k-lim f (x)=k-I
Osservazione — Il limite ¢ un operatore lineare:
lim| ky fi (x)+ky f (x) | = kI, + ki,
Teorema — Il limite del prodotto di due funzioni ¢ uguale al
prodotto dei limiti, ciog: se lim f;(x) =1, e lim f, (x) =1,, allora
lim[fl(x)-fz(x)] =l
LIMITIT INFINITI
» se limf,(x)=1 e lim f,(x)=xoc0, si ha
lim| f,(x)+ f,(x)] = teo e lim| fi (x) = f(x) |=Foo
= se lim f,(x)=++cc e lim f,(x) =400, si ha
tim[ , (x) + £ (x)] = 4o
» se lim f,(x)=—c0 e limf,(x)=—oo, si ha
tim[ , (x) + £ (x)] ===
= se lim f,(x)=++c0 e lim f,(x)=—oo, si ha
lim| £, (x) = f (x) | =+eo e lim[ f,(x) = £, (x) | = =0

nulla si pud dire nel caso lim| f; (x)+ f,(x) |, si dice che

si & in presenza di una forma indeterminata [+oo —oo].
= selimf(x)=1#0elimf,(x)=co,siha
lim| f,(x)- f,(x)]=eo, per il segno vale la solita regola
del prodotto dei segni
= se limf(x)=c e lim f,(x)=o0,siha
lim| f,(x)- f,(x)]=eo, per il segno vale la solita regola

del prodotto dei segni

= nulla si puo dire quando uno dei fattori tende a zero e
I’altro tende all’infinito; si ha una forma indeterminate del
tipo [0+ oo].



TEOREMA - Se n & un numero intero positivo e lim f (x) =1
(I finito), allora lim| f (x)]" =[lim f (x)]" =1"
TEOREMA - Se lim f(x)=1 (finito e diverso da zero), allora

X=X,

: 1 1
lim =—
xX—X, f(x) /

TEOREMA - Se la funzione f(x) tende a zero, allora la

1
f(x)

TEOREMA - Se la funzione f(x) tende all’infinito, allora la

1
f(x)
TEOREMA - 11 limite del quoziente di due funzioni, la
seconda delle quali tenda ad un limite diverso da zero, ¢ uguale

al quoziente dei limiti.

tende all’infinito.

funzione

funzione tende a zero.

- hlx) | o1 limfi(x)
lim £ ) —llm{fl(x) —fz(x)}_llmfl(x) lim @) " limf, ()
Osservazione
= se limf(x)=1#0elimf,(x)=0,siha limM:oo
f(x)
= se lim f,(x)=co e lim f,(x)=1,siha i 1) _
£ (x)
= se lim f,(x)=1 e lim f,(x)=co, si ha im ) g
£ (x)
= nulla si puo dire del limi M
puo dire del limite di quando entrambe le

f>(x)

funzioni tendo a zero o entrambe tendono all’infinito; si

hanno allora le forme in indeterminate del tipo {%} e

= lim[ f (x)]g(x) puo produrre la forma indeterminata [1“’}
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o TEOREMA — Se lim f (x)=1 (I>0), allora lim%/ f (x) =4/ se

(I < 0) allora il teorema vale solo per n dispari.

» LIMITI NOTEVOLI

© m>n
m m—1
oanx +ax +..+a. . x+a a _ a
o lim . n : n—1 - " =lim Oxmn:<_() m=n
x> pox" +bx" +..+b,_x+b, xo=b, b,
ﬂ m<n
. osinx . l=cosx 1
o lim =1 lim =2
x—0 X x—0 X 2
: 1" . 1
o lim|1+—| =e llm(1+x)/x=e
X—>o0 X x—0
X
: a X 1
o lim|l1+—| =¢" llm(1+ax)/x=ea
X—yo0 X x—0
. In(1+x et -1
o lim M =1 lim =1
x—0 X x—=>0 X
. log, (1+x 1 |
o lim ga( ) = lim =lIna
x—0 X Ina x=0 X
. osinx o l=cosx 1
o lim =1 lim ==
x—0 X x—0 X 2
o Se lim f (x) = oo (xo puo essere anche infinito) allora
X=X,

NC)
lim [1+ j =elim(1+x)l/x:e
(%)

X=X, x—0

o Se lim f (x) =0 (xo puo essere anche infinito) allora
X—>X,

lim (1+f(x))1/f(x) =e

X=X,

o Se lim f (x) =0 (xo puo essere anche infinito) allora
X—>X,

(14 f(x)
xll—>n;0 f(x) -




o Se lim f (x) =0 (xo puo essere anche infinito) allora
X—>X,

f(x) —1
lim ———=1
xox, f (x)
» INFINITESIMI E LORO CONFRONTO
o Definizione: Una funzione y = f(x) si dice infinitesima per

x—xg (X pud essere anche o) se si ha lim f(x)=0
X=X,

o Date due funzioni f(x) e g(x), infinitesime per x—xy, si puod

0
o (X))
avere: lim =<1
XX, g(x)

nel primo caso si dice che f(x) € un

infinitesimo di ordine superiore rispetto a g(x), nel secondo
caso si dice che f(x) e g(x) sono infinitesimi dello stesso
ordine, nel terzo caso che f(x) ¢ un infinitesimo di ordine
inferiore rispetto a g(x).

o Siano f(x) e ¢(x) infinitesime per x—x,, si dice che f(x) ¢ un
infinitesimo di ordine o (o > 0) rispetto a ¢(x), assunto come
infinitesimo campione o principale, se si ha:

lim —f(x)
X=X, [(p(x)](x

p(x)=x x—0

=[#0. Si assumono come infinitesimi campione

o(x)=L x5
X
p(x)=x-x, x—>x
o Analoghe considerazioni possono essere fatte per gli infiniti
Definizione: Una funzione y = f(x) si dice infinita per x—x; (X
pud essere anche o) se si ha lim f(x)=oo

X=X,
o Date due funzioni f(x) e g(x), infinite per x—x,, s1 puo avere:
f(x) . o e
lim =41 nel primo caso si dice che f(x) ¢ un infinito
x—x, g (x) 0

di ordine superiore rispetto a g(x), nel secondo caso si dice che
f(x) e g(x) sono infiniti dello stesso ordine, nel terzo caso che
f(x) ¢ un infinito di ordine inferiore rispetto a g(x).



o Siano f(x) e ¢(x) infinite per x—x, st dice che f(x) ¢ un infinito
di ordine o (o > 0) rispetto a ¢(x), assunto come infinito

X
campione o principale, se si ha: lim (—)a =[#0.8S1

X=X, [(P(x)]

assumono come infiniti campione < ¢(x)=




