Macerata 27 novembre 2015 — classe 4M — COMPIT®OIRTEMATICA

Risolvere le seguenti equazioni goniometriche

1 punti ser{S X_EJZ SeEZ *Ej =£T[+—2kT[ 0 x=§n+3kn
10 18 6 27 3 63 7
2 pggtl J3senx+ cos x 1 x=2km O x:§n+2kn
; X:%THZKT[ 0 x=§n+2kn 0
3 pggl cos2 x+ 3senx 2

x:in+2kn
2

Risolvere le seguenti disequazioni goniometriche

uni %[+2kn< X< T+ 2kt O
4 plo 2serf x- cosx1>0

T+ 2K < x<gn+ 2kt

Tt Tt 3 5
—<X<— O —TISX<—TU O
2 4 4

i 4+
5 punti MXZO con0< x< 2 4
10 tgx—-1 3
—TI<KXS—TI
2
Risolvi il seguente sistema goniometrico
i| [2cosx+1<0
6 punt con 0<x< 2 ET[<xs—T[
20 | |3gx++/3>0 6

Determinare per quali valori del paramekalR le seguenti equazioni risultano soddisfatte negli
intervalli indicati:

ount 2cog x-+/3 cos 2- k 0O 1 sol. perd—+/3<k < 5+2\/§
7 2
20 <x<Z
0 X_3n 2 sol. per%ssk<4—\/§
3
ounti J3cos x+3senx 3 k @ 1 sol. per—%s k<1
8 20 —ES XSE 2\/5
3 2 2 sol. perlsksT




SOLUZIONE

1) Ricorda che un’equazione del tigera = sea  ammette le soluzionit = a'+ 2kTt €
o +a' =1+ 2ktt, conkJZ . Si ha quindi

Bx— - = 2x+ L+ 2kt BX— - + 2x+ 1 = 1+ 2Kt
1 6 18 6
2 1
3x=—11+ 2KTT 7X = —=T11+ 11+ 2KTT
9 e 9
x:£n+gkn x:£n+gkn
27 3 63 7
conkOZ. conkOZ.

2) Vediamo due modi per risolvere questa equazione.
MODO 1 - Dividiamo ambo i membri dell’equazione Reed otteniamo

ﬁsenx+—1 cosx:—1

2 2 2
Ricorda checosgzg e seng:%, per cui possiamo scrivere
J3 1 T T m)_1
——Senx+t— COSX SEenxcest COS XSen seA—xX ==

2 2 6 6 6) 2

abbiamo utilizzato le formule di addizione. L’eqgica® da risolvere e quind;'er( x+gj :% le

cui soluzioni sono

x+1—T:E+2kn x+E:En+2kn
6 6 6 6
= e
X= 2k x:§n+2kn
conkZ conkOZ

MODO 2 - L'equazione € un’equazione lineare in serwoseno per cui utilizziamo le formule
2

€ COS X=

parametrichesenx= 1 dovet = tgg . Ricaviamo:

+12 +12

2t +1—t2 1
1+t 1+t?
2J3 +1-12 = 1+12

2J3-22=0

t(t—\/§)=0

da cui ricaviamo le due soluziohkE 0 et =\/§ ossia:




tggzo tg§=x/§
X =2k x:§n+2kn
conkOZ conk7Z

3) Utilizzando le formule di duplicazione per il cosepossiamo scrivere I'equazione nella forma:
1- 2serf x+ 3senx 2, ossia2serf x-3 senx 1= 0 da cui le soluzioni

3+v9-8_3t1
4 4

Senx=

e quindi le equazioni elementari

1 senx=1
Senx= E

=—+2km
T 5 2
x:—6+2kn O x:—6n+ Xt €

conkOZ

conkOZ

4) Ricordando che serf x=1- co3 - yh
possiamo scrivere I'equazione nella form

2c0oS x+ cosx1< 0. Posto cos x= t,
risolviamo la disequazione di second

grado 2t +t —1< 0 che ammette soluzioni

=

per —1<t<% e quindi —1<cosx<%.

Nell'intervallo 0<x< 2t si ha quindi

Tt 5 . g K
—<x<m 0O m<x<=m (vedi figura o 172
3 3 ( g K

Yy

1), ossiag+ 2kmi< x< 1+ 2kt [

T+ 2kTi< x<§n+ 2kt , conkO7Z.

to|en
a

Figura 1
5) Si tratta di una disequazione fratta,
sara quindi soddisfatta quando il numeratore erloninatore hanno lo stesso segno nell’intervallo
0< x< 2m.

Iniziamo con lo studio del segno del numeratoreiiveono la disequazione nella forma
senx>— cos: e ci aiutiamo con i grafici del seno e del cosdPastoy = seny, si tratta di vedere

guanto tale curva sta al di sopra della cupa— cos x (vedi figura) e quando sta al di sotto.

Ricordando chesenx=- cos: perxz%n O x:;ln,siha:

senx+ cos» 0 per0<x<%n O £n< X< at



3 7
senx+ cosx0 perx:Zn 0 :ZT[

3 7
senx+ cos x 0 perzn< x<zn

Ya

*f

Figura 2

Per il denominatore, utilizzando il grafico deldfagente §{ = tgx), si tratta di vedere quando questo
e al di sopra o al di sotto della retya=1. Si ha (vedi anche figura 3):
LA T 5 3

tgx—-1>0per —<x<— [0 —TN<X<=TT
4 2 4 2
Tt 5
tgx—=1=0per x=— [0 X=—TI
g p 2 2
1L Tt 5 3
tgx—-1<0per O<x<— [0 —<x<—-m U —m<x< #
4 2 4 2
Riassumendo
0 n n §T[ T ET[ —Tt —711 at
4 2 4 4 2 4
N | + | + |+ 0 - |1 - | = 1= 0 + |
D | - o0 +4 - | - | - 0 # - | - |
N/D | - 4 +4 - 0 + | +4 -4 + 0 - |

Per cui, nell'intervallo0 < x < 21t la disequazione e soddisfatta per

1! 1! 3 5 3 7
—<X<— O —msx<—-1 [0 —TI<KX<—TT
4 2 4 4 2 4



o
T b0 3 5 3 7 X
—_ — —_ —_— —Tt —_
4 2 T i 2 i
0 A 0 A
- I 4+ X — 3 3 — 2T

Figura 3

6) Risolviamo separatamente le due disequazibois x+1< 0 e 3tgx+\/§ > 0.
Per la prima si h&os x< —% che nell'intervallo0 < x < 2t risulta soddisfatta pe%ns X< gn
(vedi figura 4).

. J3 § : . T
Per la seconda si hlgx> -y che nell'intervallo0 < x < 2t risulta soddisfatta pef < x <§ :
5 3

—TI<KX<—TI el—1n< x < 21t (vedi figura 5).
6 2 6

Mettendo insieme i due grafici, andando quindiozare le soluzioni comuni, si vede facilmente
che il sistema e soddisfatto per:

5
—TI< XS
6

Tt

wl s
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Figura 4 Figura 5

7) Nell'equazione2cos x-/3 cos® 2- k0 poniamocos x= 1. Otteniamo

22—+ 2-k=0con le Iimitazioni—% <t<1.

y=2t2 -3t
Posto ancoray = 2t° -J3t ['] otteniamo il sistema mistoy = k-2

Leota

La prima equazione, in un piano cartesiano rapptasea parabola che passa per 'origine, ha la

L : 3. 3 R : : .
concavita rivolta verso l'alto, vertice nel punﬂ{%; _é} la seconda e I'equazione di un fascio

y=t
. _ , _ . |3k
[7] Si potevano fare altre scelte, per esempio, pgreet”, in questo caso si otteneva il sistema mksj,o:7t 1+—2
L <t<1
2

La seconda equazione € un fascio di rette parahliedeinclinate di un angolo di circa 41° (si ricoctie il coefficiente
angolare della retta € la tangente dell’angolo leheetta forma con il semiasse positivo delle agcisiel nostro caso

m=§= tg(40,89’). Le rette caposaldo sono: quella che passa w{—%ij B(l;l) e la retta tangente alla
parabola. Ovviamente si ottengono gli stessi valori
Un'altra possibilita & quella di porrey=2t2—\/§t+ 2, in questo caso si otteneva il sistema misto

y=y=2t-+/3t+2
y=k . Il procedimento risolutivo € analogo a quelloeg@ito nel testo con la differenza che tutti i

—lst<1

2
grafici sono traslati verso I'alto di 2 unita.



di rette parallele all’asse delle ascisse e latarduce delle limitazioni per tee quindi definisce un

1 1++/3

arco di parabola di estrervﬁ(—i,

j e B(1;2—\/§); I'estremoB & escluso (vedi figura 6).
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Figura 6

Risolvere il quesito significa trovare i valoriklper cui le rette del fascio intersecano larkB.
Individuiamo le rette caposaldo, ossia quelle c&spno pev, perA e perB.

PerV si ha:—l;’:k—Z :E

-
J3+1 :5+\/§
, .

2
PerB si ha:2—\/§:k—2 = k:4—\/§.

PerA si ha: =k-2 = Kk




Come si deduce anche dal grafico si ha:

2 soluzioni per%ss k<4-+/3

5+4/3
2

1 soluzione pen—\/?%s k<

8) Poniamo cosx= X e senx= Y. Tenendo conto delle limitazioni risult@<X <1 e

V3

—7SYS1. Ricordando che dalla prima relazione fondamentd#ia goniometria di ha

X?+Y?=1, la soluzione del problema & legata alla soluziodel sistema misto

J3X +3Y-3k=0
X2+Y2=1

V3

OSXS].,_7SYS1

In altre parole si tratta di studiare, nel piaxX@Y, le intersezioni tra il fascio di rette parallele

3

Y :—? X+ k e I'arco di circonferenza di centro I'origine egggo 1 compreso tra e B per cui

—gs xsT—ZT. Per la definizione di coseno e di seno, si m{co{—gj;seﬁ—gjj, ossia

A(% \/j’j e B( s(gj seﬁgD, ossiaB(0;1). Il fascio di rette forma un angolo %n con il

semiasse positivo delle ascisse.

Le rette caposaldo sono: quella che passaApeajuella che passa p& e quella tangente alla
circonferenza il cui punto di tangenza sta nel priquadrante, e quindi quella che interseca il
semiasse positivo delle ordinate.

PerAS|ha\/_G13+3EE \/éj =0 = k:—g.

PerBsiha:3-3% =0 = k=1.
. -3k . :
Per la retta tangente nsul%zl = kziz—f, la soluzione negative deve essere
+

scartata perché la retta corrispondente interdesamiasse negativo delle ordinate e non quello
positivo.

In modo alternativo si puo osservare che e il p@htb tangenza nel primo quadrante lo otteniamo
dall'intersezione della retta perpendicolare atiagpassante per l'origine e la circonferenza. La

retta perpendicolare al fascio ha coefficiente dﬂrgcm=\/§ e quindi forma un angolo (% con il

semiasse positivo delle ascisse. Il punto di tapgdra quindi coordinaté:(cos(gj; 58613[))’
143

ossiaC (E —J (C e il simmetrico diA rispetto all’asse delle ascisse).



Per la retta del fascio che passa@ei ha: \/5%—+ 3[@%] -X=0 = k=——.

3
Come si deduce anche dal grafico in figura 7 sjunadi:
1 soluzione per—g <k<1
2 soluzioni ped<k < Z—f
\Yﬁ
B c
f
-—
o X
A

Figura 7




