Macerata 6 marzo 2015 — classe 3M — COMPITO DI MNEF ICA

SOLUZIONE QUESITO 1

Considera il fascio di parabole di equazioges (k —1) XX +x+1
a) Trova eventuali punti base.

P(0;1)

Le curve sostegno del fascio sone —x* + x+1 e x*> =0eventuali punti base scaturiscono dalla so-
y=-x*+x+1

2 g le cui soluzioni (due coincidenti) sor®(0;1).
X° =

luzione del sistem%

4

y=r"2/4+x+1

-1

v=x+1

-3

b) Trova le parabole degeneri.
x=0 y=x+1

Una parabola degenere é I'agqeli equazion& = 0) trovata nel punto precedente. Un’'altra le-ott

niamo ponendo uguale a zero il coefficientextilel’equazione del fascio. Si ha k = 1 e la parabol
degenere ha equaziorye= x +1.

| ¢) Studia la concavita delle parabole.

La concavita delle parabole & data dal coefficieite’. Si ha quindi:



sek —1> 0, ossiak> 1 le parabole hanno la concavita rivolta veratid:
sek -1= 0, ossiak = 1 si ha la parabola degenere data nel puntegeste;
sek —1< 0, ossiak< 1 le parabole hanno la concavita rivolta verdmagso.

d) Dimostra che tutte le parabole del fascio samgénti in uno stesso punto (trovane le coordinate)
alla retta di equaziong—y+1=0.

Ricaviamo I'equazione risolvente il sistema e impamo che il discriminante sia zero; cioe
y=(k-1)x*+x+1
[1]
Xx-y+1=0
Ricavando y dalla seconda e sostituendo nella pmilrmiamo(k —1) x?+x+1=x+1 da cui segue
I’equazione(k—l) x* =0, nella quale, essendo uguale a zero il coeffieidetla x e il termina noto,

sia haA =0per ognik O R. Cio dimostra che tutte le parabole del fascicosangenti alla retta da-
ta. Poiché inoltre tutte le parabole hanno in comilpunto P, questo non puo essere altro che il
comune punto di tangenza. In maniera alternativisalve il sistema [1] ricavando la soluzione

P(0;1).

c) Determina per quali valori #lile parabole del fascio hanno intersezione cond’ass
5
k<—
4

Facciamo l'intersezione del fascio di parabole £assex e studiamo il segno del discriminante
dell’equazione risolvente. Abbiamo:

y=(k-1)x*+x+1
y=0
L’equazione risolvente €k —1)x* +x+1=0, da cuiA =1-4(k-1) = 5~ &.

SeA=5-4k > 0, ossiak <§ ci sono due intersezioni reali e distinte;

Se A=5-4k=0, ossia k:% ci sono due intersezioni reali e coincidenti (largbola

corrispondente e tangente all'as¥ge

SeA=5-4k < 0, ossiak >% non ci sono intersezioni tra le parabole del fasciassex.

d) Trova I'equazione della paraboyache passa per il punﬂb(Z;—S) e le coordinate dei punti Ale
B, con x, <X, in cui essa interseca I'asse

2

y=-2x +x+1 A(—i;oj B(10)

Se la parabola del fascio passa per il punti Dyalle coordinate di questo punto devono soddisfare
'equazione del fascio. Abbiamo:

-5=(k -1) 4+ 2+ Iche & soddisfatta de= -1 e quindi la parabola di equazioye= -2x* + x+1, le
cui intersezioni con l'ass& le otteniamo risolvendo I'equazione2x®+x+1=0, otteniamo:

A—E;O e B(1,0).
[50) ee0



e) Calcola I'area del triangolo ABC, dove C e ihpudi intersezione delle tangenti alla parabpl
condotte da A e da B.

o

27

A(ABC) = 16

Utilizzando le formule di sdoppiamento, I'equaziotella tangente alla parabola in A € data da

-—+X
+
y O 2( 1 j+ 22 +1da cui seguéx -2y + 3= C.

2 2

Sempre con le formule di sdoppiamento, I'equazideka tangente alla parabola in B € data da
+ 1+ .

yTO =-2(1X) +TX+ 1da cui segudx+y-3= 0.

6X—2y+3= 0

Risolvendo il sistem
3x+y-3=0

troviamo le coordinate di C che somﬁ% %j )

Come base del triangolo consideriamo il segmentacABeé lungo 3/2 e sta sull’'asse x, L'altezza é
quindi I'ordinata di C. Abbiamo quindi:

139 27
A(ABC) = —AB[]]yC| B§ AE




SOLUZIONE QUESITO 2

a) Trova I'equazione della parabola con asse dingtria parallelo allasseche ha vertice nel pun
to V(2;-3) e che passa per 'origine.

3.2
=—X"=3X
Y 4

Le condizioni date portano al sistema
b
-——=2 =2
2a o
_b®-4ac _
4a
c=0 passaggio ped

-3 y,=-3 Per prima cosa sostituiamo ¢ = 0 nella secondazemus, ab-

b=-4a a=7

. . . . . 3
biamo {b® =12a e risolvendo otteniameob = -3 da cui I'equazione della paraboiazzx2 - 3X.
c=0 c=0

b) Trova i puntiA e B in cui la parabola interseca la rettdi equazione3x + 2y —12= (. Sia
Xy < Xg -
A(-2;9) B(4;0)

Risolviamo il sistema costituito dall'equazioneldgdarabola e da quello della retta
3.2
=—Xx“-3X
y 4
3x+2y-12=C

L'equazione risolvente &? —2x-8= 0 le cui soluzioni sonax=-2ex=4. | punti cercati sono quindi
A(=2;9) e B(4;0).

c) Calcola I'area del segmento parabolico individuzalla retta e dalla parabola.
A(segmento parabolije

L’area del segmento parabolico & 2/3 dell’arearelithngolo che ha come base la corda AB e come
altezza la distanza tra la retta la parallela ad essa, tangente alla parabola.

Determiniamo tale tangente; scriviamo la reésplicitando lay, abbiamo:y = —§x+6 per cui la

L . 3 . .
retta parallela ad r e tangente alla parabola equazione del tipg = —§x+ g. Mettiamo a siste-
ma e imponiamo il discriminante dell’equazione Iksate uguale a zero.

_3.
y=—X"—3x A 3
= 3x*-6x-490=0=>—==9+109=0=>q=—-—.
3 4q 4 X a="7
y——§x+q



La retta tangente e quingi= —gx—g ovvero 6x+4y+ 3= C.

24+ 3
Troviamo orah cioé la distanza di B dalla retta tangehte: | = )
9 Be+16 2/12

Troviamo b, cioé la misura del segmento AB= \/(—2— 4)2 +@ =117= 1.,

segmento parabolide = b[lh —D\/?
Alsegmento parabolig rs

v

3x4+27-12=0

A

v=(3/4)x"2-3x%

- bxu+4y+3=0

d) Considera il fascio proprio di rette che ha oemnil puntoC(l—f;Oj. Studia le intersezioni tra

I'arco di parabola AB e il fascio.

16
L’equazione del fascio proprio &= m[x—gj.

Come si puo vedere dal grafico le rette che hantersezione con l'arco di parabola sono quelle
comprese tra la retta che passa per A e la tangehfmnto tra il vertice e B, inoltre quelle corapr
se tra la retta che passa per B e la tangente lthrenmtersezioni (la tangente due coincidenti).
Troviamo quindi il coefficiente angolare della eetthe passa per A, per B e la tangente.

27

Per A:9= m(—2—1—6j da cui seguen=—-—.
3 22



PerB:0= m(4—1—:j da cui seguean=0.

y =32 _3x
Per la tangent la : 18

o
3

cui  equazione risolvente €
9x*-12( 3+ m)x+ 64n= (. Po-
nendo il discriminante uguale a ze

ro abbiamo m*-10m+9=0 da
cui le soluzionim=1 e m=9e le

tangentiyzx—%3 e y=9x—-48. m=—27/22

Per stabilire quale delle due é | : 4
tangente nellarco AB cerchiamc
'ascissa del punto di intersezione
basta sostituire i valori dim
nell’equazione risolvente e risolve
re. Abbiamo:

perm=1, 9x* - 48+ 64= ( ossia

m=—1/2

(3x—8)2 =0e quindix=:—83; -2 o 2 s

perm=9, 9x* —144x+ 576= ( os- m=1/2
sia9(x—8)" = 0 e quindix =8. | 2

In conclusione:

- per —E—Zsm<0 una sola ' -4 m=1

soluzione;
- per0<m<1 due soluzioni e pem=1 le soluzioni sono coincidenti;

27 ,
- perm< > 0 m>1 nessuna soluzione.

L : 1
Nel grafico in figura sono rappresentare ancheti iche corrispondonora= 3 (che ha una so-

. . 1 . o
la intersezione) e m:E (che di intersezioni ne ha due).



