Macerata 3 febbraio 2015 — classe 3M — COMPITO BIMAMATICA

SOLUZIONE QUESITO 1

a) Rappresenta graficamente la curva descritta dafjuente equaziong’ + y*—2x+ 2/ y=0

v

Per la presenza del valore assoluto dobbiamo
spezzare I'equazione come segue:
- per y =0 I'equazione diventa X" 24y~ 2-2x-2y=0

x* + y*—2x+ 2y= 0 ed & una circonferenza di
centro C* (1,-1) e raggior* =+/2;

- per y<0 l'equazione diventa

x? + y?—2x-2y= 0 ed & una circonferenza di 1 o
centro C™(1,1) e raggior™ =+/2.

Dopo aver disegnato le due circonferenze, prer x
diamo la parte positiva della prima e quellaneg™ 1 2 3

tiva della seconda. Il grafico richiesto € la parte
piu marcata nella figura a fianco.
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b) Risolvi graficamente la seguente disequazioaionale:v/—x* —4x > 5 +2.

—4sxs—ﬂ
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Poniamoy=+-xX-4x ey :§+ 2 e rappresentiamo le due curve.

La prima e la parte positiva (al di sopra dell’agksdella circonferenza di equazione
x?+y? +4x=0, che ha centro nel pun@(-2,0)e raggior = 2; la seconda & una retta (vedi figu-

ra).

Innanzi tutto osserviamo che la disequazione hacssolo per—-4< x< 0 in quanto solo in questo
intervallo entrambe le funzioni hanno senso.

In secondo luogo, risolvere la disequazione sigaifar vedere per quali valori di x il corrisponéden
te valore di y calcolato nella prima espressiongggiore di quello calcolato con la seconda. In al-
tre parole, quando il grafico della semicirconfa@sta al di sopra del grafico della retta (o deinc
dono, visto che c’e anche l'uguale)

Dato che le due curve si intersecano, &€ necessadolare anche I'ascissa del punto di intersezione

y=+-xX —4x

e per fare cio bisogna risolvere il sistema ossia risolvere I'equazione
=—+4+2
2



V=X2 —4x :§+ 2. Elevando al quadrato e semplificando si ottieré+ 24x+ 16= C da cui le so-

luzioni x=-4 e x= —g. La soluzione della disequazione e quirdi< x < —g.

¥

Y_Z\'r(—x"Z—ﬁlX). /
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v = x/2 + 2
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SOLUZIONE QUESITO 2

Considera il fascio di circonferenza di equaziofie: y +( k—4) x— ky+ k=5=0.
a) Scrivi le coordinate dei centri al variarekdi

0(4_ k ’Ej
2 2
Dalla definizione le coordinate dei centri so86= (—%; —gj = (LZK_S .

b) Scrivi la misure del raggio al variarekde trova eventuali valori di per i quali le circonferenze
non esistono.

—\/2 - 6k +1§)

Sempre dalle definizioni == \/a +b?-4c== \/k 4 - —4 (k-9 = \/Z(If Bk+ 1€)

Le circonferenze esistono seeS|ste e quindi se il radicando dell’'espressiaagrovata € positivo,
ossia quandd?® -6k +18> 0. Questa & una disequazione di secondo grado coefficiente dik?
e il discriminate entrambi positivi, quindi € sosfdita per ogni valore di. Le circonferenze esi-
stono per ogni valore di

c) Trova, se esistono, i punti base del fagceB con x, < x; .
A(-10) e B(23

Per prima cosa trovaimo le circonferenze sosteghéadcio. Si ha:
X* +y? —4x=5+ K x- y+1) = Ce quindi le equazioni® + y*-4x-5=0 e x- y+1=0.



La prima e una circonferenza di cen(Ec(Z;O) e raggio 3, la seconda € una retta parallelaballa

settrice del | e lll quadrante ed e I'asse radicale
| punti base, se esistono, scaturiscono dall'ietamne delle due curve, ossia dalla risoluzione del

X*+y?—4x-5=0

1=0 . Ricavandoy dalla seconda e sostituendo nella prima si ha
X—y+1=

sistema {

. . : . . X, =-1 .
I'equazione di secondo gradon x* - x-2=0 le cui soluzioni soncx:(X: _p | punti base

esistono e soné\(-10) e B(2;3).

d) Trova, se esistono, le equazioni dell’asseceddr e dell’asse centrate
rN y=x+1 t) y=—-x+2.

L’asse radicale I'abbiamo trovato nel punto preceele) y = x+1.

Per trovare I'asse centrale possiamo procedergansil modi, ne metteremo in evidenza due.

PRIMO MODO. Sappiamo, per definizione, che I'assptrale &€ perpendicolare all’asse radicale e

contiene tutti i centri delle circonferenze, intparlare contiene il centro della circonferenzatsos

gno del fascio (che corrispondeka 0). Si tratta quindi di trovare la retta perpieothre ar (e

quindi una parallela alla bisettrice del 1l e IV aginante) che passa p€&. L'equazione é:

Y=Y =m( x %) e quindiy=-x+2.

SECONDO MODO. Se indichiamo co(1x; y) le coordinate del generico centro, si ha che
_4-k

2 ricavando k dalla seconda, sostituendo nella prima e semafiio, si ottiene:

Y=+
2
y =-X+2 che e appunto il luogo dei punti del piano cuiapgngono tutti i centri.

y=—x+2

I
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e) Considera ora la parte non nega(i\yaz O) della circonferenza che corrispondke=a0 e il punto

P(-2;0). Trova il numero di intersezioni tra il fasciorete che passa pBre la semicirconferenza
al variare del coefficiente angolam, della retta.

Scriviamo I'equazione del fascio di rette di cerfosi ha:y—y, = rr( X= >g,) , 0ssiay = m( X+ 2).

La parte della semicirconferenza non negativa hmzqney =5+ 4x— ¥ . La circonferenza in-
terseca I'asse x nei punf(-10) e D(5;0). Troviamo ora i valori dim per i quali la retta passa

perA, perD ed e tangente alla semicirconferenza (vedi figukapiamo:
Passaggio peA(—l;O); sostituendo le coordinate Alinell’equazione del fascio si ma=0.

Passaggio peD(S;O); sostituendo le coordinate Bi nell’equazione del fascio si ha=0.

D’altra parte i tre punth, D, P stanno sull’assg, quindi per essi passa la retta per la quoate0.
Per trovare il coefficiente angolare della rettagente imponiamo che la distanza dal centro sia u-
guale al raggio della circonferenza. Si ha:

4
A =3 da cui|4m| =3y nt +1 elevando al quadrato e semplificando otteniamd —9= 0 da

Vi +1
37

7
N

7
gente cercata deve avere coefficiente angolaréiyomsi

cui le soluzionim= . La soluzione accettabile e la prima in quanpositiva e la retta tan-
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y=347/T-(x + 2]




Abbiamo quindi:

37

Perm<0 o m>T NESSUNA soluzione (le rette del fascio non inteas® la semicirconferen-

za)
37 N7

Per0< msT DUE soluzioni; per m = 0 le due soluzioni sonaunp A e D, perm:T le

due soluzioni sono coincidenti.

SOLUZIONE QUESITO 3

a) Scrivi 'equazione della circonferenza passaete punti A(=3;2), B(4;1) e D(0,~7).
X+ y?+4y-21=0

Per determinare la circonferenza che passa petti AuB, D, utilizziamo la condizione che essi
devono soddisfare I'equazione di una circonfereyergerica di equaziong’ + y* + ax+ by+ c=0.

13-3+ Db+c=C
Si ha il sistema317+ 4a+b+ c= 0. Ricavando c dall'ultima equazione e sostitueneltarprima

49-+c=0
a-3b+12=0
e nella seconda si haa+2b-8=0, dacuia=0, b=4 e c=-21. La circonferenza ha quindi
+c=7b-49

equazionex® + y* +4y-21= Q.

b) Calcola le coordinate del centgpla misura del raggioe disegna la curva.
C(0;-2) r=5

Il suo centro &C(0;-2) e il raggio ér :%\/16+ 84= E. Per il grafico vedi figura.

c) Scrivi le equazioni delle tangenti alla circaieigza condotte dal pumE(l; 5) (sias € quella con

coefficiente angolare positivotd'altra). Disegnale.
s) 3x—-4y+17=C t) 4x+3y—-19=(

Scriviamo I'equazione del fascio di rette con cerfi(1;5); si ha: y = m( x-1)+5. Imponiamo ora

7-m _

che la distanza dal centro sia uguale al raggila @éiconferenza; si has———= =5 da cui

VP +1

|7-m| =5y nt +1 elevando al quadrato e semplificando otteniamo

[1] 12m? + 7Tm—-12= (
da cui le soluzionm = —g em, = % La rettas ha equazione3x—4y+17= (, la rettat

4x+3y-19= (. Vedi figura.



| d) Verifica che tali tangenti sono perpendicolari. |

La condizione di perpendicolarita tra due retteedibe il prodotto dei coefficienti angolari delés-r

te deve essere —1. Dalle soluzioni dell’equaziabiericaviamo cheml[mz:(—gj [@J:_l e

quindi le due tangenti sono perpendicolari.

e) Verifica che i punti di contatto sono i puAte B dati sopra. |

Per verificare che i punti di contatto sono i puxéB dati sopra basta far vedere che appartengono
alle tangenti. Dal grafico si deduce ohéeve appartenere alla rettaB alla rettar. Infatti le co-

ordinate diA soddisfano I'equazione della re34—9—8+ 17= Qe guelle dB I'equazione della
rettar (16+3-19= Q.

f) Calcola I'area del quadrilate ®EBD.

85
AAEBD - 2

Possiamo vedere il quadrilateddBD costituito dal triangolcAEB e dal triangoloABD, entrambi
sulla baseAB. Osserviamo che il quadrilateAEBCé un quadrato di lato 5, infatti ha tutti e quat-

tro gli angoll retti (A e B sono retti perché il ragglo di una circonferenzeegpendicolare alla tan-
gente, E @ retto per quanto dimostrato nel puntcﬁd in quanto la somma degli angoli interni di
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un quadrilatero € sempre 360°) e i quattro latosoguali (AE =BE perché segmenti di tangenza,
AC =BC perché raggi della circonferenza, inolth& :\/(—3—1)2 +(2- 5)2 = 5= AC). L'area del

triangolo A = 2?5

Per determinare I'area del triangoABD dobbiamo trovare l'altezzarelativa alla baseAB (che

essendo la diagonale del quadraeBCeé Iunga5«/§) che altro non é che la distanza del pubto
dalla retta che contien@B. La retta che contiendB ha equazionex+7y-11=0 e quindi

~49-1 __
h:%EfoZ. Aveo :%hDAB:%[Q&/E)(S/_Z): 3C.
25, .85

AAEBD = A)AEB + AABD :7"'30




