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LA SIMILITUDINE

La similitudine & una particolare trasformazionergetrica, nel piano o nello spazio, che conserag-
porti tra le distanze. Questo vuol dire che, peri agnilitudinef, esiste un numero reale posititale
che

[ (A 1(8))= e A
per ogni coppia di pun(iA, B).

Triangoli simili

A B D E
Figura 1
Due triangoli sono simili se hanno ordinatamerite angoli congruenti. Ne seguono i seguenti caroll

[0 Corollario 1. Due triangoli equilateri sono simili
[0 Corollario 2. Due triangoli rettangoli, con un angolo acutogrmente, sono simili.
0 Corollario 3. Due triangoli isosceli, con gli angoli al verticengruenti, sono simili.

Si possono dimostrare tre criteri di similitudine:
1. Due triangoli ABC e DEF sono simili se hanno dugaiordinatamente congruenti.

2. Due triangoli ABC e DEF sono simili se hanno duedadinatamente in proporzione e gli angoli fra
. . . . AB _BC , . . : D
essi compresi congruenti. Ad esemplobsg ZE e gli angoli in B e in E sono uguali allora i du@n-

goli sono simili.

[0 Corollario . Due triangoli rettangoli sono simili se hanna@ieti in proporzione

3. Due triangoli ABC e DEF sono simili se hanno i te#i ordinatamente proporzionali, ossia se
AB _BC_ AC
DE EF DF’




L’ELLISSE

In geometria, un'ellisse € una figura che assoenagli un cerchio allungato in una direzione. Quigta
ra € un esempio di sezione conica e puo essemtdafome il luogo dei punti, in un piano, la caimema
delle distanze da due punti fissi dati (detti fupeéhcostante. Secondo le leggi di Keplero, '@t un
pianeta & un'ellisse, con il Sole in uno dei dweffii

C

D X
Figura 2

Se i due fuochi coincidono, si ha una circonfereha puo considerarsi quindi un caso particolaes-d
lisse.

Il segmento AB che passa dai due fuochi é dette mmgygiore ed € anche il piu lungo segmento contenu
to nell'ellisse. Il segmento CD passante per itrogrortogonale all'asse maggiore, € I'asse mirbse-
miasse maggiore € una delle meta dell'asse maggante dal centro, passa attraverso un fuocofmea
all'ellisse. Analogamente il semiasse minore € rdettasse minore. | due assi sono l'equivalentdge
circonferenza del diametro, mentre i due semias®d $equivalente del raggio.

La dimensione e la forma di un'ellisse sono deteatei da due costanti, dette convenzionalmared.
La costanta € la lunghezza del semiasse maggiore; la codbadta lunghezza del semiasse minore.

Se fissiamo un sistema di assi cartesiani cond’dsdie x che passa per i fuochi e I'asse delleeypassa
per il punto medio dei fuochi, se i fuochi hann@binateF;(-c;0) e Fx(c;0), si pud determinare I'equa-
zione dell'ellisse eguagliando la somma delle dstdra i fuochi e un punto generibgx;y) e il doppio
del semiasse maggiore.

PR, +PF,=2a



\/(x— x1)2+( y— M)Z +\/( X— >§)2+( y- )é)z =2
Sviluppando i calcoli si ottiene I'equazione:

2 2
a b

Dove a° = b? + 2.

L’eccentricitae € un numero che ci dice quanto l'ellisse € schadacsi definisce come=—. L'eccen-
a

tricita € un numero positivo compreso tra 0 e &, 9, l'ellisse € una circonferenza, se € 1 endegta in
un segmento di lunghezza)2Maggiore € l'eccentricita, maggiore e il rappdraa e b, quindi I'ellisse e
piu allungata.

L'area racchiusa dell’ellissemb.



LOGARITMI

Si consideri I'uguaglianza esponenziale
b=a,
dove a eb sono numeri reali positivi noti.
Assegnata > 0 ec qualunque, il problema ammette sempre una solazion

Il problema inverso, ovverauale valore bisogna attribuire all'esponentec affinché, notoa, si possa
ottenere un dato valoreb porta alla definizione del logaritmo.
Si ha infatti per definizione che

c=log, b
che si leggec'uguale al logaritmo in basedi b" (b si chiama argomento del logaritmo).

Per esempio, & elementare osservare che:log,,100 in quanto 100 = 1) oppure3=log, 27. Ma,
quanto valec in modo che7 = 2°? il valore dic, che € irrazionale, lo esprimiamo scriverzie log, 7 .

E possibile definire una funziofieR* - R data day = log,x. Tale funzione & detfainzione logaritmica
e gode delle seguenti proprieta:

« la funzione é definita appunto per ogr# 0 e assume ogni valorexji
eperx=1,y=0;

* sea > 1 la funzione e crescentexr O e si halim log, x=-c e lim log, Xx=+c
X0

X — +oo

X — +oo

* se 0 <a< 1 lafunzione e decrescentexir O e si halim log, x=+c e lim log, Xx=—c0.
X-0"
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Grafico della funzione logaritmo per a = 2 Grafidella funzione logaritmo per a = %.

Proprieta fondamentali dei logaritmi

1) Dalla definizione di logaritmo segue che:
log,1=0

log, a=1
x=log, &

alogax =X
ax - bx[]bgb a



2) Il logaritmo di un prodotto e uguale alla sommaldgaritmi dei fattori; in simboli
log, (xOy) = log, x+ log, ).

3) Il logaritmo di un quoziente e uguale alla diffexardei logaritmi dei termini; in simboli

X
log, (—j =log, x-log, .
y

4) Dalle proprieta 2) e 3) deriva che il logaritmoudia potenza con esponente intero € uguale al poodot
dell'esponente della potenza per il logaritmo detlae; in simboli

Ioga(x”) = nlog, x.

5) La proprieta 4) vale anche per una potenza comespe reale qualsiasi.
6) Cambiamento di base. Dalla definizione di logaritshba che:
log, x= log, x
*" log, b’
La proprieta 6) € molto utile in quanto per il cdtcdei logaritmi si fa generalmente uso di tavoldi
una calcolatrice che consentono tale calcolo setdgpbase 10 (in genere indicata tmgo Log) e la ba-

se cosiddettaaturale€[*] (in genere indicata can o log).

Y1l numeroe & detto numero di Nepero ed & definito dallaziekze: e= lim (1+1] =2,7182818..

N +oo n



ELEMENTI DI TRIGONOMETRIA

Si consideri la circonferenza di raggie centroO di figura 1; su di es;
sa si prendano due punfi,e B. Allora si pud andare da versoB per-
correndo due strade, una in senso antiorarioid'aitsenso orario. At
gli archi AB corrispondono due angagiOB

Si stabilisce che sia la misura dell'ang8lOB sia la misura dell'arco ‘

AB siano espresse da un numero positivo quando sneorpi in sen- A
SO antiorario, siano espresse da un numero negati®odo sono pert

corsi in senso orario.

Per la misura degli angoli si possono usare duemsisll primo € il si-
stema sessagesimale, la cui unita di misura @dag(simbolo °), defi-
nito come la 3602 parte dell'angolo giro; il grddocome sottomultipl
il primo (la sessantesima parte del grado, simbaal secondo (la sessantesima parte del primmiyco

).

Figura 1 - Archi orientati su
di una circonferenza

Su di un piano cartesiano si consideri ora la afeenza di centro l'origine e raggio| °

a

Una semicirconferenza di raggi@ lungarr e a tale arco corrisponde un angolo pigtto g 0
(180°), si ha che, se ad un arco di lunghdzzarrisponde un angolo di ampiezza| 30 6
vale la seguente proporzione: 45 /4
60 /3

1r : 180° =| : a° 90 2

. . 180 T
Da questa relazione si ricava che: 270 | 3m/2
(1) l_ = L(f 360 21

r 180 Tabella 1

la quale indica che, qualunque sia il raggio deitaonferenza, uno stesso angolo di

misuraa® da sempre lo stesso rappdrto Tale valore pud quindi essere preso come misura éngolo.
L'unita si ottiene prendendo un arco la cui lunglaegz uguale al raggio e tale unita viene chiameta
diante; la misura di un angolo in radianti &€ quindi esgeeda un numero reale che verra indicatoogon
mentre per la misura in gradi si fara uso del simbG.

Dalla (1) si ricava la formula di trasformazionegtadi a radianti:

(2) Urad :%
Nella Tabella 1 vengono riportate le misure in aadiidi alcuni angoli.

o

Si consideri un triangolo rettangolo ABC, siantag i
suoi lati ea, B, y gli angoli (vedi figura 2).

Si definisceseno dell’angoloa (si scrive sea) il rap-
porto tra il cateto opposto all’angolo e l'ipoteausio-

\ a
e: sem =—.
b

Si definiscecoseno dell’angolo o (si scrive cos) Il o
. : . A B
rapporto tra il cateto adiacente e lipotenusa,ec

B

Figura 2 - Gli elementi di un triangolo

Cc
cosa =—.
b

Dalle definizioni si ricavano facilmente i due datese conosciamo lipotenush e l'angolo a:
a=blkem e c=bltosn. Applicando inoltre il teorema di Pitagora al tgmlo rettangolo ABC si rica-

va la prima relazione fondamentale della gonioraeserfa + co$a =1.



Si definiscetangente dell'angoloa (si scrive tg 0 anche tam) il rapporto tra il cateto opposto all’angolo

, , . a - o ..
e il cateto adiacente, ciogga =— . Utilizzando le relazioni trovate sopra per a & dcava la seconda
c

relazione fondamentale della goniometrign =

sem
cosa

Si osservi che sia il seno che il coseno, essdrmadpporto tra un cateto e I'ipotenusa di un trialoget-

tangolo, non potranno mai essere maggiori di 1.

Con considerazioni geometriche si pt .
determinare la tabella 2. “ EF,\ Sen o cos & g X
Il calcolo dei valori di seno, coseno e ta 0 ["'__ U l U
gente di angoli non riportati nella tabell| ™6 30° 1/2 32 NETE
possono essere calcolati con la calcola| /4 45° V22 J2/2 1
ce. K 60° J3/2 1/2 2
T2 90° 1 0 non
Pelr esgmpio sen(37°) = 0,6018;5023... esiste
valore € in genere un numero irrazione , . —
(con infinitegcifre dopo la virgola); ne 23 lj’ﬂﬁ V32 172 -3
calcoli, per evitare approssimazioni troj 3n/4 135° J2/2 ~2/2 -1
po grossolane, & consigliabile prendere| 56 150° 112 32 | =33
cifre dopo la virgola. T 180° 0 -1 0
76 210° 12 -f3/2 33
Noto il valore della tangente o del seno| 5.4 7950 2/ 2 1
del coseno, si puo ricavare I'angolo fi , - -
cendo uso della calcolatrice. 4m'3 24“ﬂ -V3/2 ) 1.;“2 /3
In/2 270¢° -1 0 non
Per esempio, se nel triangolo di figura esiste
si ha:a = 10 cm ec = 50 cm, allora | 5m/3 300° BNEY! 1/2 -3
tga:l—O:O,Z; con la calcolatrice, fa- ?mf" JlSﬁ '“‘E’h V2/2 -1
5 w6 | 330° -1/2 32 33
cendo tant di 02 si ha a = 1 160° 0 1 0
11,30993247... Tale valore e in gradi T.peila 2

frazione di gradi. Se vogliamo I'angolo in

gradi primi e secondi bisogna operare come segue:

1. la parte intera del numero (nel nostro esempicsp i gradi;

2. si toglie dal numero la parte intera (11,3099324+%.11) e si moltiplica il risultato per 60, in ef-
fetti si fa la seguente proporzione 0,30993247..=x% 60’;

3. la parte intera del numero ottenuto (18,59594844onp i primi (18);

4. sitoglie ancora dal numero ottenuto la parte a1(@8,59594844... — 18) e si moltiplica il numero
cosi ottenuto ancora per 60, in effetti si fa lgusmte proporzione 0,59594844... : X =607

5. quelli ottenuti sono i secondi (35,7569064...). Nmendo senso portarsi dietro un’infinita di ci-

fre dopo la virgola si puo approssimare il risutat 35,8.

Si ha quindi chet = 11° 18’ 35.8".
Un problema che spesso si presenta in astronoiaianésura di un oggetto nota la sua distanza ede s
dimensioni angolari.



Per esempio sappiamo che la Crab Nebula (vedidi
3), il resto della supernova esplosa nel 1054 chewa
nella costellazione del Toro a 6500 + 1600 annel
(ovvero 2,0 = 0,5 kpc), e all'incirca un’ellisse dssi
420" x 290'. Vogliamo trovare le dimensioni lineari de il
gli assi. ;
Consideriamo prima I'asse maggiore.
Nella figura 4 e riportato lo schema della situagioT e
la posizione della terra, A e B gli estremi delfaglella
nebulosa, I'angolo € ovviamente esagerato. Esden
mente si tratta di determinare la lunghezza densedo
AB noto TH e l'angolaa.
Dalla  trigonometria  possiamo  osservare ¢
o _AH TS ARG — . a
tg > TH quindi AB=2AH 2DTHEth.
Attenzione che la calcolatrice puo calcolare lagtarte
di un angolo solo quando questo é espresso in grad

radianti (vale la stessa cosa per il seno e ilmmsdra- - A
sformiamo quindi I'angolo in gradi mediante la mta
ne:
all
(3) a°=—— T e H
3600
in quanto, ricordiamo, 1° = 3600".

Si ha pertanto:

_ B
AB= 2[650(]]94—20 =13 2 anni luc.
7200

Figura 4 — Schema per la determinazione gel-
le dimensioni lineari di un oggetto astronomi-
co nota la distanza e le dimensioni angolari.

Osserviamo ora una cosa molto utile che semplifwa
tevolmente questo tipo di calcolo.

Se misuriamo I'angolo in radianti invece che indiya
allora e facile rendersi conto che per angoli diccale I'approssimazione:

(4) tga = sem =q .

Nel caso dell’esempio dato sopra 420290’ sono circa 0,00203 x 0,00141 radiaetiquindi molto pic-
coli. Per esempio: si htg0,00203= Q 0020300C e serD P0203= 0,0020299¢.

Molto piu rapidamente quindi si ha:
AB=2AH = 2Dﬁ[tg% = 2DTHG% - TH® = 650010,00208 13 anni luce.

Con questo metodo e anche facile stimare I'errtwee €1600000 00203 3 . anni luce e quindi I'asse
maggiore della nebulosa e (13,2 + 3,2) anni lutasde minore e
0,00141- (6500 £ 1600) = (9,2 + 2,3) anni luce.

Un altro esempio. Sappiamo che la stella di Bargagdiella che si muove piu velocemente in cielo. Ha
una componente trasversale della velocita che ¢aesin un anno si sposti di 10,8 dista 5,9 anni luce.
Vogliamo calcolare di quanti chilometri si spodtasversalmente, in un anno.

Utilizzando lo schema di figura 4, T e la posiziatedla terra, A e B la posizione iniziale e quédifeale
(dopo un anno) della stella di Barnard; anche estp caso I'angolo € esagerato.

Si tratta di determinare la lunghezza del segmaBtmoto TA e I'angoloa.

2 dopo aver trasformato i secondi in gradi medi#n{@) si sono trasformati i gradi in radianti dar(2).



Dalla trigonometria abbiamo CI’EEH% :% , quindi AB=2AH= ZDﬂDsenaz— .
Ricordando di trasformare in gradi si ha:

AB= 2[5,9Etsen;(2)—’0::’) = 0 0002946 anni luce = ZB%@n. Si & utilizzato 1 anno luce = 9,460 km.

Utilizzando il metodo rapido 10;3= 0,0000499 radianti, quindi
AB=59[0,000049% 0 0002944 anni luce = 2,8 k0.



