CORSO
di
AZZERAMENTO

di

MATEMATICA
GENERALE

Prof. A. Angeletti

a.a. 2015/2016



ELEMENTI DI TEORIA DEGLI INSIEMI

NOZIONE DI INSIEME

Il concetto di “insieme”, inteso come una qualsiasilezione di oggetti gnti o elemenii aventi una qualche
caratteristica comune, & considerptamitivo, nel senso che non pud essere dedotto o ricaga#dtril concetti noti. |l
criterio di scelta degli elementi € soggetto a gocta importanti restrizioni, che riportiamo quiseguito:

i) 'oggetto, o il criterio, non devono variare;

i) deve essere possibile stabilire con esatteezansoggetto appartiene o no all'insieme;
iii) gli elementi dell'insieme devono essere digtiibili I'uno dall’altro;

iv) vanno evitate definizioni di insiemi che conalue a dilemmi insolubili.

Un esempio di contraddizione alla prima regola vdefinire un insieme di “persone felici” (norpéssibile stabilire
univocamente cosa significhi essere felici, e coyquengli elementi di un tale ipotetico insieme vei¥bero di certo da
un giorno all’altro), oppure anche un insieme detpnze gustose”, o altre definizioni analogheldPardi “un insieme
di cittd” & in contrasto con la seconda regolacip@inulla viene detto a proposito di quali citt&gano appartenere
allinsieme: la definizione fornita & troppo gereri La terza regola serve ad escludere la posailwhe un dato
elemento venga piu volte ripetuto all'interno dedtesso insieme.
Infine un classico esempio di definizione che vialajuarta regola € la celebre antinomia di Rus€elhsideriamo gli
insiemi che non contengono se stessi come elengedifiniamoli “insiemi normali”. Ci si chiede: I'siemel degli
insiemi normali € normale? Prendiamo un insiegngossiamo dire che

all seesolosala.
In particolare, s& € l'insiemel, | 0 | se e solo sé€ [ |. Quindi, se fossé [ |, sarebbe anche | e se fossé [ I,
sarebbd [0 |. Qualunque cosa si diceldsi arriva ad una contraddizione e non & possititadere sé¢ contiene 0 no se
stesso.

SIMBOLI DI APPARTENENZA E NON APPARTENENZA ( 0O,0)

Con le regole appena stabilite possiamo dire cotezza se un oggetto appartiene o no ad un insiBPeredire che
I'elementox appartiene all'insiemA si scrivera X JA”, mentre in caso contrario sarX TA".

RAPPRESENTAZIONE DI UN INSIEME

Esistono piu modi per rappresentare un insiemeappresentazioni comunemente utilizzate sono:

e Tabulare (o estensiva)

* Geometrica. Grafici di Eulero—Venn
e Caratteristica (o intensiva)

La rappresentazione tabulare € la scrittura di glitelementi dell'insieme entr
parentesi graffe. Come esempio si pud considerdrsieime delle vocali
dell'alfabeto italiano: &, e, i, o, .

Analogo discorso si pud fare per la rappresentazi@bulare dell'insieme delle
consonanti della parola “matematicaim{t, ¢.

Le consonanti che si ripetono vengono scritte @@ wlta, in accordo con la regol
iii) .

Un esempio di rappresentazione € dato dai grafitiulero—Venn disegnati nella
figura 1 per due insienf e B: essi sono rappresentati da ovali (in generaleere | Figura 1 — Grafici di Eulero+
una figura chiusa qualsiasi: cerchio, quadratdangblo, ecc.). | punti rappresentand/enn
gli elementi degli insiemi.

Infine, la rappresentazione caratteristica sfrig@entuale proprieta comune degli elementi dedfi@me. Ad esempio,
I'insieme C dei numeri naturali minori di 100 si scrive, ifgtaappresentazione, come

[}

C={n:n & un numero naturale minore di 100}
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(i due punti si leggono “tale che”) o, con la sirldgia propria degli insiemi,

C={n:n0ON,n< 100}
E evidente in questo esempio il vantaggio di utamappresentazione intensiva invece dell’estensikia risulterebbe
molto piu prolissa.

INSIEME UGUALI. INSIEMI DISGIUNTI

Due insiemiA e B si diconouguali quando sono formati con gli “stessi elementi”,écguando ogni elemento Aié
anche elemento @ e viceversa: l'uguaglianza si scrie= B.

SeA eB non sono uguali si scrive invefet B.

Per esemplificare il concetto di uguaglianza, comiiamo tra loro gli insiemA = {le vocali dell'alfabeto italiano} eB
= {le vocali della paroladiuol€’}. La loro definizione e diversa, ma certamehte B.

Due insiemiA e B si diconodisgiunti quando non hanno elementi in comune. | grafidtaliero—Venn in questo caso
sarebbero costituiti da due ovali che non si ieteago (per due insiemi uguali invece coincideretber

SOTTOINSIEME DI UN INSIEME

Dati due insiemiA e B, se ogni elemento @ € anche elemento &, si dice
cheB é sottoinsiemedi A (0 cheB €& inclusoin A) e si scriveB LI A oppureA
LI B. Se poi anché e sottoinsieme d3, alloraA = B.

Si noti che ogni insieme €& sottoinsieme di se stess

Se invece si h& [0 A e, in piu, esiste almeno un elementoAdche non
appartiene &, allora si parla dinclusionestretta, che si scrivd8 [1 A oppure
A0 B; Bin questo caso e detto sottoinsigoneprio di A.

La figura2 rappresenta i grafici di Eulero—Venn per due imsi& e B, conB | Fig.2 —B, sottoinsieme proprio di
sottoinsieme proprio dA.

Si faccia attenzione a non confondere nell'usanib®lo di inclusione strettal con quello di appartenenza la
questione non riguarda solo la grafia.

Per spiegarci meglio, consideriamo l'insieBe {5, 7, 9} ed il suo sottoinsieme proprio= {7, 9}: & giusto scriver&
0 D, ma norE O D. Quest'ultima scrittura potrebbe essere corretla seD avesse per elementi degli insiemi anziché
dei numeri.

Ricordiamo che con il simbola (o una lettera minuscola) intendiamo rappresentardementadi un insieme, mentre
con {a} intendiamo linsiemeche haa come (unico) elemento. Dunque nellesempio precedsnscrivera 71 D,

oppure {71 D.

Per comodita & utile definire anchéngieme vuoto (simbolo (0) come linsieme privo di elementi. Esso & per
definizione contenuto in ogni insieme. Si pud otteri] in innumerevoli modi. “L'insieme degli uomini clgassano le
vacanze su Marte” oppure “l'insieme dei numeri riegganaggiori di zero” sono esempi di insieme vu@aon c'e
limite alle possibili definizioni. Tuttavia per deizionel'insieme vuoto & unico

INSIEME DELLE PARTI

Per comprendere questo concetto € utile servilindeeme D definito nell’esempio precedente. Ci proponiamo di
individuare tutti i possibili sottoinsiemi @. Si trova:

O (linsieme vuoto & sottoinsieme di qualunque insg
{5}, {7}, {9} (i sottoinsiemi di D composti da un solo elemento)
{5, 7}, {5, 9}, {7, 9} (i sottoinsiemi diD composti di due elementi)
{5, 7, 9} ('insiemeD stesso)
| sottoinsiemi dD sono 8.
In generale si pud dimostrare che un insieme citstilaN elementi possiede in tut®' sottoinsiemi.
Consideriamo ora l'insieme che ha per elemeniiitstittoinsiemi diD:

A(D) = {0, {5} {7}, {9}, {5, 7}, {7, 9}, {5, 9}, {5, 7, 9}
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L'insieme 2(D) € dettoinsieme delle partidi D. Si tratta di un insieme i cui elementi sono a loolta degli insiemi.
Inoltre E O 2(D) implicaE O D e viceversa. Si noti che I'insieme delle padn € mai vuotopoiché si hep(0) = {0}
e quindi perfino l'insieme delle parti di contiene un elemental(stesso).

INSIEME AMBIENTE. OPERAZIONI TRA INSIEMI

Prima di definire alcune operazioni essenzialidgliainsiemi, € bene notare che nelle applicaziogliadteoria degli
insiemi viene sempre considerato un insieme “tbtefe® contiene tutti quelli utilizzati: esso € deitisieme ambiente
(o insieme universo). Cio € indispensabile se slesevitare di cadere in assurdita logiche com&ib@mia di Russell.

Intersezione

Si chiamantersezione(n) degli insiemiA e B I'insieme formato da tutti (e soli) gli elementirauni adA e B:
An B={x:xOA exOB}
Per l'intersezione si possono dimostrare le segpeoprieta:

An B=Bn A (commutativg

(An B) n C=An (Bn C) (associativa
An A=A

OnA=An0O=0

seBLl AalloraAn B=B

c c C

Figura3a-An B Figura3b B n C Figura3c-An C

Le figure 3a, 3b, 3c rappresentano alcuni casitdrsezione fra tre insiemi.
Utilizzando i diagrammi di Eulero—Venn non é diiiicrendersi conto della validita delle proprietiurciate.

Unione
Si chiamaunione () di due insiemiA e B I'insieme formato da tutti gli elementi che appadono adlmenouno degli
insiemiA, B.

AUB={x:xOA oxOB}

Per I'unione si possono dimostrare le seguenti ety

AU B=BUA (commutativh
(AUB)UC=AU (BUC) (associativa
ALTA=A

OUA=ALDO=A

seBU AalloraA Ll B=A




AUucC
C

Figura4a-A0 B Figura4b-AO C Figura4c B0 C

Nelle figure 4a, 4b, 4c sono rappresentati esaipnione fra tre insiemi.
Come nel caso dell'intersezione, utilizzando i dégmi di Eulero—Venn & facile verificare tali pragta.

Altre proprieta dell'unione e dell'intersezione

» Proprietadistributive
An BUC=AN B UAN Q
AU BNnO=AU BNAL O
« Proprietadi assorbimento
An (AUB=A
AL (AnB=A

Ancora una volta si tratta di proprieta verificalgitaficamente con i diagrammi di Eulero—Venn (atiene: le serie di
figure 3 e 4 rappresentano solo casi particolari).
Complementare

SeA € un insieme edt € l'insieme universo in cuh € contenuto, allora si definiscemplementaralell'insiemeA
I'insieme degli elementi che stannoBmma non inA. Si scriveCEA oppureA:

CcA=A ={x:xOE exOA}.

Si possono dimostrare le seguenti proprieta:

D C
O m

>l m > >
1]
> Mo pp

Leggi di De Morgan

AOB
AnB

=A
=A

w| wl

n
O
La verifica con i diagrammi di Eulero—Venn € lasaiallo studente.

Prodotto cartesiano e rappresentazione grafica

Dati due insiemi non vuoi e B, si consideri I'insieme che ha per elementi tidteoppie &,b), dovea € un elemento di
Aeb é un elemento dB: tale insieme viene indicato con la notazidne B e viene dettgrodotto cartesiano diA per

B. Gli elementi dell'insiemeA x B sono delle coppie e si indicano con scritturetighed (a, b). Si noti che l'ordine &
importante, cioed, b) # (b, a: percio in generalé& x B# B x A.
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Ha b &
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Figura 5 — Rappresentazioni cartesiane dell'insiAme

Esempio

SiaA ={1, 2}, B={a, b, ¢. Allora AxB={(1, a), (2,a), (1,b), (2,b), (1,¢), (2,c)}. Invece si avraB x A= {(a,1),
(& 2), b, 1),(b,2), € 1), €. 2)}-

La rappresentazione grafica dell'insiefe B si pud fare in diversi modi.

La rappresentazione riportata in figura 5 & quedidesiana

Un altro tipo di rappresentazione grafisfutta invece i diagrammi d
Eulero-Venn. i R
Il prodotto cartesiano si puo definire anche aémmo di un unico
insieme, quandé = B. In questo caso si scrive x A, 0 ancheA?. Un
esempio importantissimo e offerto dal prodotto esieno dell'insieme
dei numeri realiR, per se stesso: la rappresentazione cartesidraRli {x.»)
e utilizzata in un’infinita di applicazioni. In esogni punto del piand Yr——-- 1
corrisponde a una coppia di numeri reali (vedirég6).

QUANTIFICATORI

hj'“'

I

I

I

|

. . . . “ e . . s 1
Chiudiamo questo paragrafo con un cenno ai sintha@ntificatori piu ¥
usati in insiemistica.

Figura 6 — Il piano cartesiai®x R

Quantificatore universale ()

Il simbolo O significa “per ognf, “qualunqué.
Ad esempio, la scrittura¥a O A” significa “per ogni elementa dell'insiemeA”.

Quantificatore esistenziale (0 1)

Il simbolo O significa ‘c’e”, “esiste almeno un l'aggiunta del punto esclamativo modifica il sificato del
quantificatore in ésiste ed & uni¢o

Esempt
“Oa0A Of” significa “per ogni elementadi A esistealmenounf”
“Oa0A Of” significa “per ogni elementadi A esisteun solo f".




RELAZIONI BINARIE E CONCETTO DI FUNZIONE

Il concetto di “relazione” nasce in modo naturahel@® se nel linguaggio comune il termine & usatdruiicare molte
cose spesso diverse tra loro. Alcuni esempi: “laziene tra clima e densita di popolazione di uegacarea”, “la

relazione tra le ore di studio e il rendimento astito”, “la relazione di parentela tra madre &digecc..

Il significato piu immediato € quello di collegantensi stabilisce un legame (una relazione apputnéoroncetti se-
parati.

In questo contesto ci limiteremo allo studio dekdazioni binarie, cioé quelle che coinvolgono da@i oggetti.
Esprimendoci nel linguaggio dell'insiemistica & gibdle precisare ancora meglio che cosa si intgadeelazione.

DEFINIZIONE: Dati due insiemiA e B, non vuoti, si dice relazione binafauna qualunque proprieta che lega gli
elementi diA con quelli diB, in modo tale chéla O Ael0b OB si verifichi una e una sola delle seguenti paksib
1) aéinrelazione cob e si scrivea Rb oppureR (a, b);

2) anon € inrelazione cdme si scriveaRb oppureR(a,b) ;

Facciamo notare che una relazione binaria puo esi&dinita all'interno di un singolo insieme, oveeé e B potrebbero
coincidere.

Esempio 1

SiaA=B={1, 2, 3,4} e siR ="“a € un multiplo di b

Esaminando tutte le possibilita risulta: ogni elatnedell'insieme dato € in relazione con se stéggatti ogni numero
e multiplo di se stesso), tutti gli elementi delfieme sono in relazione con 1 ma non viceversanfate 4 € in
relazione con 2.

Nell'esempio considerato un elemento puo esser@azione con piu elementi.

Esempio 2
SiaA = B = {tutti gli abitanti del mondo},R =“a & nato lo stesso anno di.b
Come per gli esempi precedenti, alcune coppieidsgi#¥me soddisferanri®, altre no.

Esempio 3
Con lo stesso insieme definito nell'esempio 1osisideri la relazioneR = “a é triplo di b.
Chiaramente nessun elemento € in relazione coessos

GRAFICO DI UNA RELAZIONE BINARIA

Gli esempi dati sopra mettono in evidenza che tatimlte che si stabilisce una relazidReli A in B si genera un sot-
toinsieme del prodotto cartesiadox B. Si ha la seguente definizione:gitafico ¢ della relazioneR di Ain B ¢ |l
sottoinsieme del prodotto cartesiahe B costituito dalle coppiea( b) talicheadd AebOBetalicheaR b

Ovviamente la rappresentazione grafica € legadarafipresentazione del prodotto cartesiano. Inrgkmsi utilizzano i
seguenti metodi: tabella a doppia entrata, diagraicentesiano, diagramma sagittale

Con un esempio si rendera conto delle diverse esgptazioni.

Esempio 4

Si considerino gli insiemiA = {1, 3, 4} e B={2, 5}.

Sia data la relazione traeB tale chea R b se a+b €& un numero pari.

Il grafico é l'insiemez ={(1, 5), (3, 5), (4, 2)} e nelle figure 1, 2,s8no dati diversi tipi di rappresentazione.



— |

A A
ENERERE sl ds
2 X
2 tH
51X | X
1 3 4 A4
Figura 1 — Rappresentazigne Figura 2 — Rappresentazigne |Figura 3 — Rappresentazione sagittale.

mediante una tabella |a cartesiana (i punti sono gli
doppia entrata. elementi diA x B). T

PROPRIETA DELLE RELAZIONI BINARIE

e Una relazione binari® definita in un insieme\ si diceriflessiva se ogni
elemento dA € in relazione con se stesso, cidé 0 Asiha a Ra.

Esempio 5
Le relazioni definite dagli esempi 1 e 2 sono sifliee.

Y

In figura 4 viene riportato il grafico cartesianelld relazione dell’esempio 1. D
questo si osserva che, poiché linsieme delle ieogp a) & la diagonale dh2 =
AxA, 2 ériflessiva se, e solo se, la diagonalé&diappartiene & .

¢ Una relazione binaridk definita in un insiemeéA si dice antiriflessiva se

A
4 %
3 4
2 £ 5
1 B
1 2 3 44

nessun elemento dirisulta in relazione con se stesso.

Figura 4 — Grafico cartesiano dg
relazione del’Esempio 1.

La relazione definita nell’esempio 3 & antiriflessi

* Unarelazione binaridR definita in un insiemeA si dicesimmetrica se daa

a

Rb segue chéb Ra dovea, b OA.

Esempio 6
La relazione dell’esempio 3 &€ simmetrica.

In figura 5 riportiamo il grafico cartesiano defldlazione:a Rbse a+b & un
numero pari, definita nell'insiemg = {1, 2, 3, 4}.

In generale si osserva che nel grafico cartesianoalrelazione simmetrica i punt

sono disposti “simmetricamente” rispetto alla diagle del prodotto cartesiand.
Notare anche come in questo caso gli elementi didlgonale appartengono
grafico della relazione che quindi &€ anche riffessi

b7

A
4 i %
3 £ 4
2 £ 5
1 & 4
1 2 3 4 A

¢ Una relazione binaridR definita in un insiemd si diceantisimmetrica se
daaR b e b Raseguea=bcona, bOA.

Nell’esempio 1 & definita una relazione antisimmoatr

Figura 5 — Grafico cartesiano de
relazione dell’Esempio 6

la

e Una relazione binariR definita in un insiem@ si dicetransitiva se datia, b, c 0 A, daa Rb e b Rc seguea

R c. Le relazioni definite negli esempi 1 e 2 sonasitive.

Le proprieta ora viste consentono di definire dpeldgie di relazioni molto importanti.



RELAZIONI DI EQUIVALENZA

Una relazione binari® definita in un insiemé\ si dicerelazione di equivalenzase essa € riflessiva, simmetrica e
transitiva.

Esempi

La relazione dell’esempio 2 € una relazione dieajenza.

Nell'insieme di tutti gli esseri umani la relazioRe = “a ha la stessa altezza di bppureR = “a abita nella stessa
regione di b.

Nell'insieme delle rette del piano la relazidRe= “a € parallela a h

Per dire cha eb si corrispondono tramite una relazione di equivadea volte si scrive ancladlb.

RELAZIONI D’ORDINE

Una relazione binari®® definita in un insiemeé\ si dicerelazione d’ordine se essa e riflessiva, antisimmetrica e
transitiva. Si dice anche che l'insiergisulta ordinato dalla relaziorie.

Esempi

La relazione dell’esempio 1 & una relazione d'cedin

Nell'insieme dei numeri naturall (o nellinsieme dei numeri inted o dei razionalQ o anche dei reaR) la relazione
R ="a< b’ oppureR ="a=b".

Nell'insieme delle parti di un insien# le relazioni di inclusioné&l oppure .

Spesso una relazione d'ordine si indica con i simaboppure=.
Una relazione si dice dirdine stretto se:a e b sono in relazione solo s&# b.

Esempi
La relazioneR = “a< b’ oppureR = “a> b" negli insiemi numeri citati sopra.
Nell'insieme delle parti di un insiemfg le relazioni di inclusionél oppurel.

Una relazione d’'ordine definita in un insiere diordine totale se tutti gli elementi dA risultano confrontabili, cioé
sela, b 0 A si ha sempre cha< b oppurea = b (in questo caso i simbole e > sono usati per intendere una
relazione d’ordine generica).

In caso contrario I'ordine viene detparziale.

Esempi
La relazioneR = “a < b” oppureR = “a=b" negli insiemi numeri citati sopra € di ordinedlst.
La relazione di inclusione nell'insieme delle palitun insiemeA € di ordine parziale.

CONCETTO DI FUNZIONE

Dati due insiemi qualunque, non vudiie B, si definisceapplicazione o funzionef di A in B una legge qualsiasi che
fa corrispondere ad ogni elementoAdino e un solo elementdi B. Si scrive:

y=f(x)
Si legge ¥ uguale effe dk”; x & variabile nell'insiemé\, f(x) si chiama valore delld in x o anche immagine di Si
puod anche scrivere:

f:A—~B

f:xOA f(X)OB

L’insieme A viene dettdnsieme di definizioneo dominio della funzionef e generalmente si indica anche dyf).
L’insieme delle immagini degli elementi/A viene chiamateéodominiodi f e si indica cori(A). Risulta f(A) O B.
La x & detta anche variabiiedipendente, mentre lay variabiledipendente

Qualora gli insiemi A e B siano dei sottoinsiemi demeri reali si parla di funzioni reali di variibeali.
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Per definire una funzione esistono principalmente thodi: tramite una tabella, oppure in modo analitramite una

relazione matematica tra le variabili.

Definire una funzione tramite una tabella signifitare le coppie di valori che si corrispondonogiresto caso si parla

di funzione data "per punti".

p==4

£ o7 ora temperatur
Sempio . i . . . 0 0
Nella seguente Tabella 1 viene definita la relagziohe esprime la temperatura di un luoge > 05
in funzione dell'ora del giorno. —
4 -0,6
Definire una funzione analiticamente significa diareelazione matematica che lega le due g _8’3
variabilix ey.
10 1,2
Esempio 8 12 24
Sono funzioni espresse analiticamente le seguenti: ig ‘5”2)
—\2 1. ;
1. y=x“+3x-1, 18 4,1
, yo -4 20 2.2
' X2 +2x+1" 22 1,3
2 24 0,5
3. y=+v4-x7; Tabella 1
4. y=sengx);
5. y=cos@x);
6. y=tanx);
7. y=logs(x-2);
8. y=3%.

Le funzioni analitiche possono essere classifibatbase al tipo di espressione che le rappresemp@ssono essere

funzionialgebriche o trascendenti Le prime sono quelle ch

e si possono scriverarietima

P(xy) =0

cioé un polinomio ik ey. Le seconde sono quelle che n
sono algebriche.

Nell’esempio 8 le prime tre sono funzioni algebécte altre
sono trascendenti. In particolare: la prima e ufumzione

algebrica razionale interg la seconda € un#&unzione

algebrica razionale fratta, la terza € unafunzione

algebrica irrazionale, la quarta la quinta e la sesta so
funzioni goniometriche, la settima €& unafunzione

logaritmica e I'ottava & undunzione esponenziale

Comunque si definisca una funzione il modo pitceffe per

I -4

v

Figura 6 — grafico della funziong =

studiarne la relazione tra le variabili consisté a@rne una

2

X“+X—-6

X% +1

rappresentazione grafica.dtafico di una funzione é l'insieme di puntt,y) del piano tali chg = f(x). In altre parole
un punto del piano di coordinata,lf) appartiene al grafico di una funziope f(x) se e solo sb =f(a). Vedi la figura

6.



| NUMERI REALI

Nella scuola media si sono incontrati ed usati tipridi numeri. Li riassumiamo qui in breve, pikiecaltro per stabilire
la terminologia che useremo relativamente ad essi.

I NUMERI NATURALI N . Sono i numeri 0, 1, 2, 3, ... eccetera. L'insiaiee numeri naturali € indicato caw.
Avvertiamo subito che non tutti sono d'accordo nehsiderare 0 numero naturale, come noi invecemiare
Nell'insieme dei numeri naturali & possibile intuoe due operazioni “+” ex” (I'addizione e la moltiplicazione) tali
chedmnn O N, m#n O N e mxn O N, ovvero I'addizione e la moltiplicazione di duenmeri naturali € un numero
naturale. E altresi noto che la sottrazione e\visidine tra due numeri naturali non producono umeno naturale: per
far si che la sottrazione tra due numeri naturabiia senso & necessario estendere I'insieme comeém negativi (si
produce l'insiemeZ dei numeri interi); per poter sempre effettuaredigisione € necessario introdurre le frazioni
(allargandosi all'insiem® dei numeri razionali).

In N esiste inoltre un ordinamento totat® € Om,n O N risulta om<non<m.

I NUMERI INTERI Z . | numeri interi o interi relativi sono i numeri,.=3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... eccetera, cioé sono
costituiti dai numeri naturali e dai loro oppodi ¢oincide con il suo opposto). | numeri naturale dei particolari
numeri interi, gli interi positivi 0 nulli; pertaatl'insiemeN dei numeri naturali € un sottoinsieme dell'insiezndei
numeri interi \ [0 Z). L’ordinamento vale anche i

I NUMERI RAZIONALI Q . Sono quei numeri che si indicano come fraziezni(o a/b) di numeri interi, in cui il

denominatore b sia diverso da 0. Sono ad esempiemuazionali i numeri 1/4, —2/3, 3/5, 0/10, 11/Ricordiamo che
i numeri razionale/b e c/d sono uguali (0, in altre parole, le fraziafb e c/d rappresentano lo stesso humero razionale)
quando risulta

axd = bxc

da cio segue il fatto che in una frazione numeeatdenominatore possono essere moltiplicati perstesso numero
diverso da O senza alterare il valore della frazistessa, ed inversamente la possibilita di ridairreinimi termini una
frazione data. Tenendo conto delle regole del segnoud sempre scrivere un numero razionale in mduo il
denominatore sia positivo. Non riepiloghiamo lealegdi calcolo con le frazioni, che si suppongoreiamente ben
note. L'insieme&Z degli interi € un sottoinsieme @i (ricordiamo che sa € intero la frazion@/1 viene identificata con
n).

L’ordinamento vale anche i@ (a/b < c¢/d significaaxd < bxc).

I NUMERI REALI R . L'insieme dei numeri razionali non risolve peutdtiti problemi. Il problema della misura porta
infatti a situazioni in cui l'uso dei soli numerazionali non & sufficiente per risolvere tutte leiaioni. Diamo le
seguenti due definizioni.

Definizione 1:due grandezze omogenee si dicono commensura

quando ammettono una grandezza sottomultipla comueie® A B
quando esiste una terza grandezza, omogenea affetue, che &
contenuta un numero intero di volte in ciascunaske. Il rapporto Al B'

di due grandezze commensurabili € un numero rai@ona

Fig. 1 — Grandezze commensurabili

| segmenti riportati in figura 1 sono commensuialiifatti posto
AB =1, il segmento A'B’ = 11/2.

Definizione 2: due grandezze omogenee si dicono incommensurabidndp non ammettono una grandezza
sottomultipla comune; cioé quando non € possilgleininare una terza grandezza, omogenea alle pdineg che sia
contenuta un numero intero di volte in ciascunaske. Il rapporto di due grandezze incommensurahiin numero
irrazionale.

Consideriamo quindi il seguente problema.
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PROBLEMA: Si consideri il lato e la diagonale di gnadrato. S€= 1 & la misura del latg
del quadrato ABCD @ la misura della diagonale BD, il teorema di Pitagapplicato al| g c
triangolo rettangolo ABD ci permette di scrivere:

P =12+ ossia  d?=2%=2 / d
TEOREMA: Non esiste alcun [ Q tale ched® = 2.
Dimostrazione: Supponiamo per assurdo che esistaumnero razionale = nv/n, conm ed A / b
n primi tra di loro, tale che? = m?/n? = 2. Questo implica che Fig. 2 — La diagonale e |
® = 2, ncommensurabi |

cioén? & pari e quindi anche m & pari, cioé esiste unemarimteros tale chem = 2s. Sostituendo in (*) si ottiene

(292 =2n? cioé n? =25
e quindi anche n & pari. Cid perd € in contraddizioon la supposizione iniziale cheedn siano primi tra di loro.
n

Come si & visto, la risoluzione di problemi via pi@ complessi ha richiesto if

successivo ampliamento degli insiemi numerici.rilgjema ora visto &€ uno dei Feal
tanti che porta alla necessita di ampliare andhsi#meQ dei numeri razionali Razionali
e costruire un nuovo insieme numerico fondamentatesieme R dei numeri
reali. InR & per esempio possibile il calcolo della radicadyata di un qualsiasi
numero positivo. Interi Trrazionali
R & l'unione di:Q (numeri razionali) e di (numeri irrazionali):
Maturali
R=QOI
Gli insiemi numericiN, Z, Q, | sono dei sottoinsiemi .

Fig. 3 — Schema grafico dell'inclu

L’introduzione dei numeri irrazionali completa iladro dei numeri decimali. | * . ST I -
sione dei vari insiemi numerici

numeri reali possono essere infatti pensati conuinggi, limitati e non, non
necessariamente periodici cioé con un arbitrafimegimento di cifre dopo la virgola; in questo @std i numeri
razionali sono decimali limitati oppure periodiaifieno da una certa cifra in poi). | numeri re@izionali sono invece
costituiti da un numero infinito di cifre decimatihe non hanno alcun periodo.

Un altro numero irrazionale molto importante in emaatica € il numero che esprime il rapporto trautghezza di una
circonferenza e il suo diametm:

3,1415926535897932384626433832795028841971693903830974944592307816406286208998628034825342118R6480865132823(
664709384460955058223172535940812848111745028410285211055596446229489549303819644288109756656083847564823378
78316527120190914564856692346034861045432664826638268024914127372458700660631558817488152092098280291715364367
925903600113305305488204665213841469519415116094233036575959195309218611738193261179310511854803489627495673
18857527248912279381830119491298336733624406566@208949463952247371907021798609437027705392173783895238467481
46766940513200056812714526356082778577134275778986971787214684409012249534301465495853710507682298923542019
561121290219608640344181598136297747713099605187849299999837297804995105973173281609631859502883989083026425
23082533446850352619311881710100031378387528863808381420617177669147303598253490428755468731286388235378759
75195778185778053217122680661300192787661119596201889.....

W T WO 00 UT 00Oy

Le prime 1000 cifre dit

I NUMERI COMPLESSI C. Sivuol risolvere, iR, 'equazione

X¥+1=0 owvero X =-1
in altre parole si vuol trovare un numero reale ele®ato al quadrato dia —1.

Un tale problema iR non ammette soluzioni. Per parlare di radici dneti negativi & necessario ampliare anBhe
introducendo in numeri immaginari che uniti ai realstituiscono i numeri complessi

TralasciamdC e diamo una definizione assiomatica dei numeli.rea
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DEFINIZIONE ASSIOMATICA DI R
> | numeri reali sono un insienf® su cui sono definite:

e due applicazioniche chiamiamo addizione (+) e moltiplicaziorg, Cha ad ogni coppia di numeri reali
eb fanno corrispondere rispettivamente un numercei@ed e un numero reakexb,

e unarelazionetra coppie dR, detta ordinamento total&)(
> R soddisfa lassioma della continuita(o di Dedekind).

Le due applicazioni godono delle seguenti proprieta
)

I) OabOR, atb = b+a (proprietd commutativa)

II) DOa,b,cOR, at+(b+c) = (a+b)+c (proprieta associativa)

III) OJOOR tale chedallR, a+0 = 0+a = a (esistenza e unicita dell’elemento neutro).

IV) DaldR [ I'opposto -allR tale chea+(—a) = (-a)+a = 0 (esistenza e unicita dell'opposto).
()

1) DOa,b0R, axb =bxa (proprieta commutativa)

1) Oab,cOR, ax(bxc) = (axb)xc (proprieta associativa)

) O10R tale cheJalR, ax1 = 1xa = a (esistenza e unicita dell’elemento neutro).

IV) OadR, a# 0, linverso 1a0R tale cheax(1/a) = (1/a)xa = 1 (esistenza e unicita dell'inverso).

Come si puo facilmente dimostrare (+) non puo esdefinita inN (non € verificata la proprieta 1V), ma puo essere
definita inZ. In Z perd non puo essere definitg (non & verificata la 1V). Le due applicazioni poso essere definite

in Q.

Annotazione sul S|mboI06. Nella proprieta IV abbiamo visto che non puo tesés reciproco per il numero 0; in

quest’ottica I'espressiora0 non ha mai significato, qualunque sjaanche sa = 0. Pertanto 0/0 non esiste, cioe € Uina
scrittura alla quale non viene alcun senso.

In altri casi si usa dire che 0/0 & indeterminatimé rappresenta qualsiasi numero. Cio ha sensa definisce
I'espressione/b come l'insieme delle soluzioni dell'equazidité = a (nell'incognitax). Infatti € chiaro che l'equaziorje
OX = 0 & soddisfatta da qualsiasi numero.

La relazione gode delle seguenti proprieta:
1) Oab0R, a<b o b<a (dicotomia)
1) Oab,cOR, sea<b e b<c alloraa<c (proprieta transitiva)
III) Da,b0R, sea<b eb<a alloraa=b (proprieta antisimmetrica)
IV) OalR, a<a (proprieta riflessiva).

Si puo facilmente notare che I'ordinamento totalsa relazione che vale siaNh sia inZ, sia inQ.

Altre proprieta di (+), X), ()
1) Oab,cOR, sea<b alloraa+c < b+c
1) OablR, se &a e &b allora 0< axb
) Da,b,cOR, ax(b+c) = (axb) + (axc) (proprieta distributiva).
Le proprieta date spiegano le regole che vengonmalmente usate operando con i numeri, per esempio:
e ax0 = 0; poichéax0 =ax(0+0) =ax0 +ax0, tale relazione sara verificata se e solosg&x0 = 0.

e axb=0< a=0o0b=0; poiché se&#0 [1l/a, allora (1&)x(axb) = (1/a)x0 implica cheb = 0 (e viceversa se
bz0).

e Sea=0, allora -a<0; poichéa=0, alloraa+(-a) = 0+(-a) e quindi @—a, ovvero -a<0.
e Seac<bec<0 alloraaxc = bxc; poichéc < 0, allora € > 0 e poiché& < b, allora 0< b—a, da cid segue che

0< (b—a)x( —) ovveroaxc —bxc = 0 da cuiaxc > bxc.
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Per chiarire I'assioma della continuita diamo prieaeguente definizione:
se presi A e B, due sottoinsiemi non vuotiRdli

AOB =R

AnB=0

OalJA e Ob0B si haa<b
si dira che la coppia di sottoinsiemi (A,B) € ueaisne diR.

Per esempio: AS{IR: x<20} e B={xOR: x>20} & una sezione @.
L'assioma della continuita recital(A,B) sezione di RIILOR tale chedalJA e (Ob0B si haa< L <h.
Alcune conseguenze dell’'assioma della continuita:
« [alR, a>0 eOnON, OyOR, y>0 tale chey” = a (esistenza e unicita della radice ennesima diumeno
positivo).

e [a,bOR cona<b, [F0Q tale chea <r < b (densita dQ in R).
«  Ogni insieme limitato di numeri reali &€ dotato diremo superiore e di estremo inferiore finiti.

Si consideri ora una retta e su di essa si prendan
punto O e un punto U. La retta pu0 essere perdorsa
due versi: il primo che porta da O verso U, il sem
che porta da U verso O. Per il seguito si porra x
convenzione di chiamare verso positivo il primoeese
negativo il secondo; in ogni rappresentazione delita
il verso positivo verra indicato da una frecciaedtta con una lettera (figura 4). Una retta syliale sia stato scelto un
verso positivo viene chiamatatta orientata o ancheasse Il punto O & chiamatorigine e il segmento OWnita di
misura. Quando su di una retta si fissano I'origine iteudi misura e l'orientamento, si parlaadise cartesiano

Fig. 4 — La retta reale

Tutti in numeri razionali hanno una rappresentazism un asse cartesiano; ad ogni numero razipralerispondera un
punto P tale che il segmento OU sia conteputolte nel segmento OP (vedi definizione di grazéezommensurabili).
Attenzione, il viceversa non é vero!

Tra due numeri razionali distinti possiamo insemf#niti altri numeri razionali;Q & denso, nel suo ordinamento sulla
retta.

Potrebbe sembrare che l'intera retta numerica @mptetamente esaurita dai “punti” razionali, ma gradlo la loro
densita, i numeri razionali lasciano sulla rettenatica dei “buchi”, cioé dei punti che non corrisdo ad alcun numero
razionale.

A ciascuno dei “buchi” d@ corrisponde un numero irrazionale e poiché l'iiéirdei numeri irrazionali € “maggiore” di
quella dei numeri razional@ non rappresenta che una piccola parte dei pultéi dita.

L’insieme R & in corrispondenza biunivoca con itpai una retta; cioé ad ogni numero reale cormgfun punto
della retta e viceversa, ad ogni punto di una tasponde un numero reale.

Per effettuare cio si consideri un punto P su di wetta orientata, ad esso resta associato un aureatex che
rappresenta quante volte I'unita di misura (il segto OU) & contenuto nel segmento @R. un numero razionale se
OP e OU sono commensurabyié un numero irrazionale se OP e OU sono incommabgiu

Viceversa, dato un numero readead esso resta associato uno e un sol punto Radriaita orientata in modo che il
segmento OP sia x volte I'unita di misura OU.

In base a ci0 € possibile identificare un oggettmerico (I'insieme R) con un oggetto geometricoréta). Per questo
motivo si parla anche detta reale.
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ALCUNE DEFINIZIONI SUGLI INSIEMI NUMERICI

Il sottoinsiemeR™ di R cosi definito:

R*={xOR:x=0}
e detto insieme dei numeri reali positivi; gliJ R tali chex > 0 sono detti strettamente positivi (e quindisiégme degli
strettamente positivi B \ {0} ; avvertiamo subito cha le terminologia drarodotta non & universalmente accettata, e
che molti per numero positivo intendono un numéretsamente positivo)
Analogamente l'insieme

R ={xOR:x<0}
& detto insieme dei numeri negativi (e un valgre 0 & detto strettamente negativo). Si noti cie"& R™ =R
(discende dalla totalita dell'ordine)Ré n R~ = {0}. Indicheremo corR, (leggi R zero) linsiem&® \ {0} = {x OR : x #
0} dei numeri reali non nulli; coRy," =Rg n R* = {x O R : x> 0} l'insieme dei reali strettamente positivi;

conRy =Ry n R™={xOR :x< 0} linsieme dei reali strettamente negativisitiaR," 0 R~ =Ry, Ro' n Rg = 0.

DEFINIZIONE 1 — Dato un insieme A R, diremo che un numero redié & unmaggiorante di A se,[JaldA, a< M.
Con M(A) indicheremo l'insieme dei maggioranti di A

DEFINIZIONE 2 — Dato un insieme A R, diremo che un numero reateé unminorante di A se,Jal]A, a=m. Con
m(A) indicheremo l'insieme dei minoranti di A.

DEFINIZIONE 3 — Un insieme Al R si diralimitato superiormente se ammette un maggiorante.
DEFINIZIONE 4 — Un insieme Al R si diralimitato inferiormente se ammette un minorante.
DEFINIZIONE 5 — Un insieme Al R si diralimitato se esso € limitato superiormente e inferiormente.

DEFINIZIONE 6 — Dato un insieme A R limitato, si dira che esso & dotatondissimoM e diminimo m, se esistono
due numeri realM,m0A tali chem< a < M, JalJA (si scrive anch& = max A em = min A).

N.B. SeM & il massimo di A, allord¢A ed € il minimo dei maggioranti; sa € il minimo di A, alloramCA ed ¢ il
massimo dei minoranti.

DEFINIZIONE 7 — Dato un insieme Al R limitato superiormente, si didstremo superioredi A (sup A) il minimo
dei maggioranti di A. Se Al R é limitato inferiormente, si dirastremo inferiore di A (inf A) il massimo dei minoranti
di A.

OSSERVAZIONE — SéM = max A alloraM = sup A.  Sen = min A alloram = inf A. Viceversa non & vero: 3¢ =
sup A, non é detto chd = max A. Sen=inf A, non & detto che = min A.

ESEMPIO — Sia A =R : 2<x<3}0{x0R : 5sx<7}.

Questo insieme € limitato in quanto dotato di maggiti e di minoranti: M(A) =X0R : x=7}; m(A) = {xOR : x<2}.
min M(A) = 7 e TIA, quindi 7 = max A.

max m(A) = 2 e 2IA, quindi 2 non € min A, ma solamente inf A.

DEFINIZIONE 8 — Se un insieme A R non limitato superiormente si porra sup A ®;+se un insieme Al R non
limitato inferiormente si porra inf A =os.
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IL PIANO CARTESIANO

GENERALITA

- Figura 1
X

Si consideri un asse cartesiano: si prenda susdi @s punto P e si consideri il segmento OP. lpboam OP/OU & un
numero reale che prende il nome di ascissa debgRint

o U
R B B P

Figura 2

=Y

Con riferimento alla figura 2 si osservi che:
- Py sitrova a sinistra di O, il segmento OPorientato in senso opposto rispetto all'orieetaim del segmento OU:

l'ascissa di P& un numero negativo;
- P, coincide con O il segmento OBi riduce ad un punto: |'ascissa ¢ie¢P0;
- Py coincide con U, il segmento QRoincide con il segmento OU: l'ascissa gliePL;
- P, sitrova a destra di O, il segmento P

orientato nello stesso senso del segme
OU: l'ascissa di & un numero positivo. I I

S
R
==

Si consideri ancora un asse cartesiano.aSia P P
numero reale assegnato: € possibile determin ¥ T
uno ed un sol segmento OP tale che la b '
misura rispetto all'unitd scelta sia propeoll UEF '
punto P, estremo del segmento, €& il punt '
|
E

22 A

associato al numera

Le considerazioni ora fatte conducono
seguente risultatoesiste una corrispondenza
biunivoca tra i punti dell'asse cartesiano e i
numeri reali. Cioé ad ogni numero real
corrisponde un punto e uno solo su di un as
cartesiano e, viceversa, ad ogni punto su di m
asse cartesiano corrisponde un numero reale
uno solo.

-
—
v

[}

Figura 3

Si consideri ora un piano; su di esso si traccime aksi cartesiani perpendicotaventi l'origine in comune (vedi figura
3). L'unita di misura dei due assi non deve essecessariamente la stessa. L'asse orizzontale clear@ato asse o
asse delle ascisse, quello verticale gssasse delle ordinate.

Sul piano resta allora stabilito gistema di assi cartesiani ortogonali

Sia P un punto del piano. Da esso si traccino falleta all'assg che incontra I'assenel punto R e la parallela allasse
x che incontra I'assgnel punto l?(vedi figura 3). R € un punto dell'asse siaa la sua ascissa;y% un punto dell'asse
y, siab la sua ordinata. In questo modo al punto P resstacéata una coppia ordinata di numeri reslbj che vengono

! La perpendicolarita degli assi non & necessasala@comoda per i calcoli.
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chiamaticoordinate di P.
Viceversa ad ogni coppia di numeri reaj ©) si puo far corrispondere un punto di un piandatty fissato un piano
cartesiano, si prenda sull'assen punto R la cui ascissa sia e da esso si tracci la parallela allagssull'assey si

prenda un puntoﬁa cui ascissa sia e da esso si tracci la parallela allasske due rette si incontrano in un unico

punto P.

In virtt di questo, se su di un piano si stabiliscesistema di assi cartesiani, si stabilisce umeaspondenza biunivoca
tra i punti del piano e le coppie ordinate di nunneali, cioé ad ogni punto P del piano corrispondea e una sola
coppia di numeri realia b) e, viceversa, ad ogni coppia di numeri reajilf) corrisponde uno e un solo punto sul
piano.

Un piano su cui stato fissato un sistema di assgiesiani, in base alle definizioni date sopra, baseguenti
caratteristiche (vedi figura 3):
- l'assex e lI'assgy dividono il piano in quattro,
parti dette quadranti; YA

- dato un punto P di coordinate b) si ha:

a>0 eb>0se P stanel | quadrante;

a<0 eb>0se P stanel Il quadrante; P P

a<0 eb<0se P stanel lll quadrante; 2

a>0 eb<0seP stanel IV quadrante;
- dato un punto P di coordinate b) si ha:

a =0 se P sta sull'asgp

b =0 se P sta sull'asse

|

Fissato su di un piano un sistema di a
cartesiani ortogonali, dato un punto P

coordinate §;b), ci si pone il problema d P3 P1
determinare il simmetrico di P rispetto all'agse
rispetto all'assg e rispetto all'origine degli assi.
Si ricordi che, dato un punto P4 B simmetrico

di P rispetto ad un asse se Bta sulla
perpendicolare condotta da P all'asse e il puntdiondel segmento BPsta sull'asse stesso; B simmetrico di P
rispetto ad un punto Q se Q il punto medio del sEgMPR.

Da cid si deduce (figura 4) che il simmetrico di(@ b)
rispetto all'asse & P=(a;—b), rispetto allassg & P=(—g; I

b), rispetto all'origine & £(—a,—b). 7
[
Siano A = Ka; Ya) € B = kg yg) due punti di un piano ir| A r/_/i’_/_f, ________ :
|

cui & stato fissato un riferimento cartesiano. iBios$tra |
che la distanza tra A e B (che scrivered(d;B)) € data '
dalla relazione: 0O

o O

Figura 4

d(A;B):\/(XA_)%)2+()/A_)é)2 Figura 5

In figura 5 si pud vedere come la dimostrazionecatisla dall’applicazione del teorema di Pitagorariaihgolo
rettangolo ABQ.

L'EQUAZIONE DELLA RETTA

Per quanto detto sopra, un punto;( che sta sullasse ha ordinata nulla, ciog=0, quindi tale equazione &

I'equazione dell'assg; un punto PXy) che sta sull'assgha ascissa nulla, cioe0, quindi tale equazione € I'equazione
dell'assey.

Un’equazione del tipy = k (dovek & un numero reale) rappresenta l'insieme dei pieitipiano che hanno ordinata

uguale ak e quindi una retta parallela all'assementre un’equazione del tipo= h (dove h &€ un numero reale)
rappresenta l'insieme dei punti del piano che hasuissa ugualetae quindi una retta parallela all’'asge
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Fi Fi

¥=k x=h

Figura 6 — Rette parallele all'asse x e all'asse y

Dalla geometria si sa che un punto appartieneb@kttrice di un angolo se ha ugual distanza diadlédl’angolo stesso.
Sia P(x; y) un punto sulla bisettrice del primeebd quadrante, dalla definizione data, la suanist dall’'asse x (cioé
y) deve essere uguale alla sua distanza dall'agsi®é§ x). Si ha quindi y = x che rappresenta quileduazione della
bisettrice del primo e terzo quadrante.

Con ragionamento analogo si dimostra ghe—x € I'equazione della bisettrice del secondo e gugudrante.

Fa Fa

Figura 7 — Bisettrice del primo e terzo quadrahigettrice del secondo e quarto quadrante

Si dimostra che in un sistema di assi cartesiaairatta viene rappresentata da un’equazione del tip
(1) aby+c=0
con a, b, ¢ numeri reali e a, b non contemporaeatmullf.

Nel caso sia i 0 si usa scrivere I'equazione nella forma

2 =ymx +q

c . - .
dovem=-— eq= 5 Tale equazione rappresenta quindi tutte le dtegpiano che non sono parallele all’asse y.

ol

Cc
Infatti, se b = 0 'equazione diventa: ax + ¢ = 0 e, ponenddh = —— | si haxx=h che come detto sopra sono le
a

rette parallele all'asse y.

La geometria euclidea ci garantisce che per dudi passa una e una sola retta, questo fatto cinrdénoado per
disegnare una retta sul piano cartesiano. Chiaoirgon un esempio.

2 Piu in generale una curva si rappresenta su giano cartesiano con un’equazione del tipo E(x0y)=
-17 -



Esempio 1 y
Si vuol rappresentare la retta di equazione y = 2x
Individuiamo quindi due suoi punti attribuendo adatori arbitrari X

e ricavando i corrispondenti valori di y. Per esenge x = 0, allora 0]-1
y=-1;sex=1alloray=2(1) — 1= 1. La ratt#ta passa quindi 1
peripunti A(0; —=1) e B(Z1; 1). Riportati i punti sul piano
cartesiano, si disegna la retta che li congiungdi(figura 8)

Consideriamo l'equazione (2). Il parametnm viene detto :

coefficiente angolaree al suo variare la retta presenta inclinazip :

diverse con la direzione positiva dell’'asse dedleisse. 3 2 1 © 1 2 30X
Sem > 0 la retta forma un angolo compreso tra 0 ec@0f I'asse
delle ascisse. Ad
Sem < 0 la retta forma un angolo compreso tra 90° @° 1&n
I'asse delle ascisse.

Sem = 0, come si & detto, la retta € parallela aléadslle ascisse
(nel caso fosse anchlie= 0 allora si avrebbg = 0 il cui grafico &
l'asse dell). 3

In figura 9 si riporta il grafico di alcune rettpef semplicita si &
postoq = 0). Le rette comprese tra I'asse delle ascisse () e la
bisettrice del primo e terzo quadrante= 1) sono tali per cui risulta O < 1, per le rette comprese tra la bisettrice del
primo e terzo quadrante e I'asse delle ordinatdtasn > 1, per quelle comprese tra I'asse delle ordiedtebisettrice
del secondo e quarto quadrante sirha< —1, infine le rette comprese tra |a
bisettrice del secondo e quarto quadrante e I'dsBe ascisse hanno —1nx< 0. Fi
Si osservi anche che man mano che il valorendiresce I'angolo che la rett m=-1
forma con l'asse delbecresce. Nel limite pan che tende all'infinito la retta tend
a diventare verticale (a coincidere quindi corskedelley di equazione = 0).

Figura 8

m=1

(2}

m

Possiamo anche notare che nel caso in cui m >ayogue sia g:

e sex< —ﬂi punti della retta si trovano al di sotto dell’asselle x ed hanng
m

P

quindi ordinata negativa

e sex= -4 il punto della retta si trova sull'asse delle xqedndi ordinata nulla
m

e sex> ] i punti della retta si trovano al di sopra deaglelle x ed hanno Figura 9
m
quindi ordinata positiva.
+
xl:l :E_ + XD ‘E
Figura 10 Figura 11

Nel caso in cui m < 0, qualungue sia q:

e sex< -4 i punti della retta si trovano al di sopra delbasielle x ed hanno quindi ordinata positiva
m

e sex= -4 il punto della retta si trova sull'asse delle xqedndi ordinata nulla
m

e sex> -a i punti della retta si trovano al di sotto delsagdelle x ed hanno quindi ordinata negativa.
m
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Il parametroqg viene dettotermine noto e al suo variare la retta presenta una diversasezione con l'asse delle
ordinate, infatti per x =0 sihay =gq.

La figura 12 mostra alcune rette del tipo y = x +(cjoé rette con coefficiente ¥
angolare m = 1) per diversi valori di g. g=0

Se g > 0 le rette incontrano I'asse delle ordimaten punto del semiasse positiy
(al di sopra dell'asse delle ascisse).

Se g < 0 le rette incontrano I'asse delle ordimaten punto del semiasse negati
(al di sotto dell'asse delle ascisse).

Se q = 0, come é stato esaminato sopra, si hasédtiice del primo e terzg
quadrante.

Da quanto appena detto si deduce che tutte le ddtée hanno lo stess
coefficiente angolare m e diversi valori di g sqavallele tra di loro. Se oltre al
m hanno uguale anche q, le rette coincidono.

~

W

joNn®)

Figura 12
Due rette, se non sono parallele (o coincidona)nbain punto in comune. La determinazione del poatoune tra due
rette si riduce alla risoluzione di un sisteman8iafatti:

y=mx+g e y =X®¥ g’

le equazioni delle due rette, le coordinate dekgimcomune devono soddisfare contemporaneamemnted equazioni
e quindi essere soluzione del sistéma

{y=mx+q

y=mx+(q

Si dimostra anche che se due rette sono perpeadit@a di loro, allora si ha :

Esempio 2

Dimostrare che le rette di equazione y = x + 2 =edy— x sono perpendicolari e trovare il puntintirsezione.
La perpendicolarita & facile da dimostrare in gadatprima retta € parallela alla bisettrice défnpre terzo quadrante
(m = 1), mentre la seconda & parallela alla bisetttel secondo e quarto quadrante (m = —1); mgitha:
m-m’ = (1)-(-1) = -1.
Per determinare il punto di intersezione bisogsalvere il sistema:

y=x+2
y:—)(+4.
x=1

Con semplici calcoli si ricav{ e quindi le due rette si incontrano nel punto Bj1;
y=3

Dati due punti A(%,y,) € B(xg,yg) si vuol determinare la retta che passa per essi.
Se ¥, = xg la retta e verticale ed ha equazione = x
Se ¥, # Xg allora I'equazione della retta & del tipo y = mg e si avranno le due condizidni

% Il concetto pud essere generalizzato nel sensoleclmordinate dei punti in comune tra due curveyelieriche
equazioni E(x; y) = 0 ed E'(x; y ) = 0 sono datélelaoluzioni del sistema:

E(x;y) =0
E'(x;y) =0
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{YA =mxp +(

yg =MXp +¢

da cui, risolvendo, segue:

- Xg — YgX
m=YB YA q:yAB YBXA
Xg —Xa Xg — XA
ovvero che la retta cercata ha equazione:
_YsB~Y
3 y-ya =22 (x-xp)
Xg = XA

Esempio 3

Si vuol determinare I'equazione della retta chespa®r i punti A(-1; 5) e B(1; 3). Utilizzando Lexgione ora ricavata
si ha:

_ 3-5 e
y—5—1_(_1)(x (-1)

da cui segue y = —x + 3 che é una parallela aflattrice del secondo e quarto quadrante.

Qualora sia noto il coefficiente angolare m e gjlieotrovare I'equazione della retta passante pepunto assegnato
A(Xa,Yp) I'equazione (3) si riduce a:

(4) y=ya =mx-xp)

Esempi 4

Si vuol determinare l'equazione della retta chesgpgser i punti A(-1; 3) ed avente coefficiente dagom = -2
Utilizzando l'equazione (4) si ha:

y-3=-2:(x=(-1)
da cuiseguey =-2x + 1.

L’'EQUAZIONE DELLA CIRCONFERENZA ¥4
Dalla geometria si ha la seguente definizione dcarciferenza:la
circonferenza € I'insieme dei punti del piano per quali & costante
la distanza r (raggio) da un dato punto C (centra)

Si consideri un sistema si assi cartesiani ortolj@naonometrici e
sia C@r; B) il centro di una circonferenza di raggio r, dalkfinizione
segue che

¥

ey = : 2
d(P; C)=r owero [d(P; BETr 0

essendo P(x; y) un generico punto del piano (Mgdrd 13).

Dalla seconda delle uguaglianze di cui sopra &t

Figura 13

(1) (x-a)? +(y-p)? =r?

“In questo calcolo si & utilizzato il fatto che umto P(%Yo) appartiene ad una curva di equazione E(x,y) & Ié sue
coordinate soddisfano I'equazione della curva, seéisulta E(¥y,) = 0. Per esempio il punto P(1; 2) appartiene alla

curva di equazione?-y + 2x — 1 = 0 in quanto risult# £ 2 + 2.1 — 1 = 0, ma non alla curva di equazidney 2 +
2x — 2 = 0 in quanto risulteé 22 + 2-1 — 2 = % 0.
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da cui deriva I'equazione della circonferenza:

}Fn
2.2 -
X“+y“+ax+by+c=0
dove si & posto: p
=-2
a o r
2) b=-20
c=aZ+p2-r2 O X
Nel caso in cui il centro della circonferenza cadesse con I'origine degli assj,
I'equazione (1) diventerebbe:
x2 +y2 =r2
(vedi figura 14). Figura 14

Esempio 5
Si scriva I'equazione della circonferenza di cerfre (— 5;2] eraggior = 6.
Utilizzando I'equazione (1) si ha:

(- (-9 +(y-2)? =67

da cui con semplici calcoli si ottiene:
35 0

x% +y? +1Ox—3y—7—

Esempio 6
Si scriva I'equazione della circonferenza di cef@re (3; 4) e passante per l'origine.
In questo caso non viene dato esplicitamente ibreallel raggio r, ma viene detto che la circonfeaepassa per

I'origine, cio significa che r = d(O; C) 2/3% + 4% =5. Utilizzando la (1) si ottiene I'equazione:
x?2 +y2 -6x-8y=0.

Una generica equazione del tipo:
x? +y2 +ax+by+c=0,

in un sistema di assi cartesiani, rappresenta woanéerenza di centro @( 3) e raggio r, con

®) B=-

r==+va%+b?-4c
2

H
&‘Ncmm

se e soltanto se a, b, ¢ sono numeri reali taliathe b% - 4c>0.

Esempio 7

Determinare I'equazione della circonferenza paegaetti punti A(—4; 2), B(0; 4) e C(5; -1).
La circonferenza avra equazione del tipa +y2 +ax+by+c=0 e se deve passare per i punti A, B, C, le loro
coordinate devo soddisfare I'equazione della cferenza, deve cioé essere:
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(-4%+ (2% +a(-4) +b(2) +c=0 —da+2b+c+20=0

(0)2 + (4)2 +a(0)+b@)+c=0 dacuisegue;db+c+16=0 ricavando c dalla seconda e sostituendo nella
G)% +(-)?+aBG)+b(-) +c=0 Ba-b+c+26=0
- 4a+2b+(-4b-16)+20=0 22a+b-2=0
prima e nella terza si ottienec = -4b-16=0 da cuisc=-4b-16=0 sommando la prima con la terza
Sm-b+(-4b-16) +26=0 a-b+2=0

otteniamo(Za+b-2)+ @-b+2) =0 ovvero a = 0. Sostituendo il valore di a cosemtto nella terza equazione si
ottiene b = 2 e sostituendo b nella seconda ¢ = S24a quindi che l'equazione della circonfereneecata é:
x2+y2+2y—24=0

n
Siano date la circonferenza di equazion@ + y2 +ax+by+c=0 ¥
e la retta di equaziong = mx +q. Vogliamo studiare la posizion

reciproca. Tre sono i casi (vedi figura 15)
1. Lacirconferenza e la retta hanno due punti in caruetta
s in figura)
2. Lacirconferenza e la retta non hanno punti in auenuetta

D
e

e in figura)
3. La circonferenza e la retta hanno un punto in camim %
meglio, due punti coincidenti) (retta t in figura) /0 X

¥

Nel primo caso si dice che la retta & secantesew@ndo esterna, nel
terzo tangente.

Figura 15

Per determinare la posizione reciproca & quindessgrio studiare
le intersezioni tra retta e circonferenza, cioélisite le soluzioni del sistema:

{x2+y2+ax+by+c=0

y=mx+q

Esempio 8
Si considerino la circonferenza di equazior?e+ y2 -2x -4y -20=0¢e la retta di equaziong = 3x —10.
Il sistema

{x2+y2—2x—4y—20=0

y =3x-10
ci permette di dare una risposta. Infatti, sostitleela seconda equazione nella prima si ottiereguazione di secondo
grado in x:

5x2 —37x +60=0

: . 12 - : : . : .
le cui soluzioni sono:x; :E e X, =5 che sostituite nell'espressione della retta cindale coordinate dei punti

P = (1—52—%4j eP, = (5;5), in comune tra la retta e la circonferenza.

L'esistenza di due punti in comune ci permetteodictudere che la retta € secante alla circonferenza

Esempio 9
Si vuol vedere ora la posizione della retta di emqre y=-x -5 rispetto alla circonferenza data nell’esempio

precedente.
Si deve quindi risolvere il sistema
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x%+y? -2x-4y-20=0

y=-Xx-5
ottenendo l'equazione:

2x2 +12x +25=0

che, come si puo facilmente vedere risolvendola,araomette soluzioni.
Cio permette di concludere che la retta & estdta@iaconferenza.

Esempio 10

. i - . . 4 35 : .
Vediamo infine la posizione della retta di equagign= _§X +? sempre rispetto alla stessa circonferenza.

Si deve quindi risolvere il sistema
x2 +y2 -2x—-4y-20=0
4 35

==X+ —
y 3 3

ottenendo l'equazione:
x2 -10x +25=0

che, come si puo facilmente vedere risolvendolanette due soluzioni coinciderti; = x, =5.

Da cio segue che la retta interseca la circonferémzin unico punto P = (5; 5) e che quindi laarétttangente alla
circonferenza.

L’'EQUAZIONE DELLA PARABOLA

Dalla geometria si ha la seguente definizione dalpala:la parabola € I'insieme dei punti del piano per i qali &
uguale la distanza da un punto F (detto fuoco) e dana retta assegnata d (detta direttrice)

Siano quindi F il fuoco e d la direttrice in quest; si consideri un sistema si assi cartesiangoriali e monometrici
in modo che il fuoco stia sull'asse delle y e alfmardinate F(0; m), con m numero reale diversaata e la direttrice
sia parallela allasse delle x e situata nel seamipiopposto a quello che contiene F ed aventendsstdall’'origine
uguale ad OF ovvero abbia equazione y = —m (vgdidi 16).

¥
\‘\\ F J//

p_~
L

O X

d
-3
Figura 16 Figura 17

Dalla definizione, un punto generico P(x,y) apam alla parabola se
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d(P.F) = dP,N).

Omettendo i calcoli, si dimostra che I'equazioniadgarabola é:

y = ax?

1 . .
dovea= am € un numero reale diverso da zero.
m

Alcune proprieta della parabola:
1. La parabola e simmetrica rispetto ad un asse @s& I esame I'asse delle y) che viene detto assmuohetria;
2. L'asse di simmetria incontra la parabola in un putdétto vertice della parabola (nel caso in esdmaeriice
coincide con l'origine
3. Se a > 0 tutti i punti della parabola hanno ordinaositiva (y > 0) ad eccezione del vertice laandinata é
nulla (y = 0) che risulta quindi essere il punt@diinata minima
4. Se a < 0 tutti i punti della parabola hanno ordinatgativa (y < 0) ad eccezione del vertice laocdinata &
nulla (y = 0) che risulta quindi essere il punt@diinata massima
Qualunque sia a, al crescere indefinito del vadmsoluto di x, cresce indefinitamente il valoreohgs diy.
Dalla figura 17, nella quale sono rappresentatalyde con diverso valore di a, si pud dedurre thpdrtura”

oo

o la “chiusura” della parabola sono legate al \valdira.
Fi
Nel caso piu generale, una parabola con asse dieditia parallelo
all'asse delle y (fig. 18) ha equazione:
y= ax® +bx+c
con a,b,c numeri reali e#0. Ponenda\ = b? - 4ac la parabola ha:
* VerticeV = —E;—A *
22 4 X
« Asse di simmetriax = _b \
28
* FuocoF= —E;—l_A
2’ 4a Y
+
e Direttrice y = —A4 1
@ Figura 18

Esempio 11
Scrivere I'equazione della parabola con asse dngitmia parallelo all'asse delle y e passante penti  A(0; 4),

B(1; 3/2), C(2;0).
L'equazione generica di una tale parabola €:
y=ax + bx+ ¢
e, come nel caso della circonferenza bisogna ird@ppartenenza dei punti alla parabola e quiisdivere il sistema:

4=a@ +bD+c

g=aEl2+bEL+c

0=al® +b@+c
da cui segue:
1
c=4 c=4 a:E
2a+2b+2c=3 2a+2b=-5 e quindi la soluzione =-3.
da+2b+c=0 2a+b=-2 c=4

L'equazione della parabola & quindi:

1
==X -3x+4.
y 2
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[=}

vy

0 2 4 6

Figura 19

Tale parabola ha vertice nel punto V{3;/2), fuoco nel punto F(3; 0), asse di simmetriaekta di equazione x = 3 e
direttrice la retta 'y =1.

Per la rappresentazione grafica € necessario disegicuni punti, per esempio i punti di intersaeicon gli assi
cartesiani, il vertice ed altri eventuali punti fiege a coppie simmetriche rispetto all'asse wlinséetria.

Il problema della determinazione della posizion#meca tra retta e parabola si risolve come peirtoonferenza, cioé
analizzando le soluzioni del sistema formato dgli@zione della parabola e da quella della retta:

y=ax + bx+ ¢
{y: mx+ q '
Le soluzione sono legate al segno del discriminatgifequazione risolvente che si ottiene uguaglare due
equazioni. Si ottiene:
ax’ + bx+ c= mx
Da cio deriva I'equazione di secondo grado:
ax +(b—-m)x+ (¢ qFO.

e La parabola e la retta hanno due punti in comunledsscriminante di tale equazione € positivo
+ La parabola e la retta non hanno punti in comuriediscriminante € negativo
e La parabola e la retta hanno un punto in comumagglio, due punti coincidenti) se il discriminagtaullo.

Esempio 12
Determinare la posizione della retya= —x+ 2 rispetto alla parabola dell’esempio precedente.

Si deve risolvere il sistema
1
==x?-3x+4
2

y=x-2

da cui: %xz -3x+ 4= x- 2e quindi 'equazione risolventz* -8x+12= 0 le cui soluzioni sonax =2 e x=6. La

retta incontra quindi la parabola nei punti di cbioate (2; 0) e (4, 6) ed é quindi secante. (Vetla “s” in figura 20)

Esempio 13
Sempre rispetto alla stessa parabola verificardechetta di equaziong = -2x- 3 € esterna.

Si deve risolvere il sistema
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1
==X -3x+4
y 2
y=-2x-3
da cui:%x2 —3x+ 4= x- 2e quindi 'equazione risolvente:

X2 —-2x+14=0

che non ha soluzioni reali. La retta &€ quindi este(Vedi retta “e” in figura 20)

VA

Yy

-2 0 2 4 6

=2

Figura 20

Esempio 14
Sempre rispetto alla stessa parabola verificardechetta di equaziong = —x+2 & tangente.

Si deve risolvere il sistema
1,
==X -3x+4
Y 2

y:—X+2

da cui:%x2—3x+4=—x+ 2

e quindi I'equazione risolvent&’ —4x+ 4= 0 che ha soluzioni due soluzioni reali e coincideqtF x, =2 . La retta &
quindi tangente nel punto A(2; 0). (Vedi rettaift"figura 20)

Se la parabola ha asse di simmetria parallelosai¥alellex (anziché dellgy come visto finora) la sua equazione é

x = ay’ + by+ c.

Il vertice e il fuoco hanno coordinaté=(—4£;—£j eF :(]';—A;—Zﬁj; 'asse di simmetria e la direttrice hanno
a a

. . . b
equazione rispettivamentg= “om ex=- .
a a
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Figura 21 — Grafico della parabola di equaziore y* - 2y-3

L’EQUAZIONE DELL’ELLISSE

Dalla geometria si ha la seguente definizione ligsa: I'ellisse € I'insieme dei punti del piano per i qui é costante
la somma delle distanze da due punti fissi detti fichi.

Siano quindi i ed F, i due punti in questione; si consideri ora unesist si assi cartesiani ortogonali @ monometrici in

modo che i punti si trovino sull’asse x e tale dHero punto medio sia I'origine (vedi figura 22ndicata quindi con ¢
(numero positivo) la distanza dell'origine da ogowtei fuochi le loro coordinate song(Fc,0) ed b(c,0).

Dalla definizione, un punto generico P(x,y) aparé all’ellisse se

|d(P,F )+ d(P.,F )=2a
dove a € un numero positivo.

Omettendo i calcoli, si dimostra che I'equaziont'elésse é:
Xy ; ; P 2_ 2 _p2
¥+F = con a e b numeri reali positivi, coed e a“-c“=Db
Alcune proprieta dell’ellisse:
1. Tlellisse & simmetrica rispetto all'asse X, rispett'asse y e di conseguenza rispetto all'orighehe viene
detto centro dell’ellisse.

2. lellisse interseca l'asse delle x nei puntj(Aa,0) e A(a,0) e 'asse delle y nei punt4B-b,0) e By(b,0); questi
punti sono detti vertici dell’ellisse;

3. laretta AAop, contenente i fuochife F, & detto asse maggiore dell’ellisse o asse focale;

4. laretta BBy € chiamate asse minore.

Nel caso in cui a = b I'ellisse si riduce alla cinferenza di raggio r = a = b e centro I'origine
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Esempio 15
Determinare I'equazione dell’ellisse che ha fuawdiipunti ;i (-3; 0) ed K(3; 0) e semiasse maggiore a = 5.

Dalle definizioni date si ha: ¢ = 3, da cui seque /a2 —  =+/52-3% =/25- 9=/16= < L'equazione & pertanto:

X2 y2

2 42 =

25 16

VA

2 2

Figura 22 — Grafico dell’ellisse di equazioﬁ(e— +_= .
25 16

L’EQUAZIONE DELL'IPERBOLE

Dalla geometria si ha la seguente definizione drliple:I'iperbole € I'insieme dei punti del piano per i quali &
costante la differenza delle distanze da due purfssi detti fuochi.

Siano quindi if ed F, i due punti in questione; si consideri ora unesis si assi cartesiani ortogonali € monometrici in

modo che i punti si trovino sull’asse x e tale dHero punto medio sia I'origine (vedi figura 23ndicata quindi con ¢
(numero positivo) la distanza dell'origine da ogowtei fuochi le loro coordinate song(Fc,0) ed b(c,0).

Dalla definizione, un punto generico P(x,y) apperdi all'iperbole se

|d(P.R)-d(P.B) =25

dove a € un numero positivo.

Omettendo i calcoli, si dimostra che I'equazioniigerbole é:

X2 y2
2 -2 =1 conaebnumerirealie?-a’=b
a’ b

2
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Figura 23

Alcune proprieta dell'iperbole:

1. Tliperbole & simmetrica rispetto all'asse x (dettnche asse focale, o trasverso, o principale plethbiole),
rispetto all'asse y (detto anche asse non trasyversecondario) e di conseguenza rispetto all'oeidgD che
viene detto centro dell'iperbole.

2. liperbole interseca l'asse delle x in due pundttdvertici: Aj(—a,0) e A(a,0).

3. Tliperbole non interseca I'asse delle y.

. . b b . . o . - .
4. le rette di equaziongy =— x e y =-—x sono i cosiddetti asintoti dell'iperbole, ovvesdte a cui l'iperbole si
a a

avvicina indefinitamente (Vedi figura 24).

5. se a = b l'iperbole viene detta equilatera e laemzazione si riduce x? —y2 =a

sono le rette y = x e y = —x ossia la bisettricé mlémo e terzo quadrante e quella del secondo atgu
quadrante.

2:in tal caso gli asintoti

Esempio 16
Determinare I'equazione e gli asintoti dell'iperbahe ha fuochi nei punti1&5; 0) ed K(5; 0) e a = 3.

Dalle definizioni date si ha: ¢ = 5, da cui sedure/c? - a2 =+/52-3% =/25- 9=/16= < L'equazione & pertanto:

Gli asintoti sono quindiy =§x e y=-—X.

Se i fuochi stanno sull'assd’equazione dell'iperbole é del tipo:
X Y.,

a’® b

Nel caso dell'iperbole equilatera, se si effettura wotazione degli asintoti di 45° in un senso tal&o si ottiene
sempre un’iperbole con gli asintoti coincidentiiagisi cartesiani la sua equazione diventa:
xy =k
e Se larotazione avviene in senso orario (vedi &q2B) k > 0
* Se larotazione avviene in senso antiorario (vgdré 26) k <0
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Vi
6
5
4
3
2
1
-2 -1 1
-1
-2
-3
-4
-5
]
X2 y2
Figura 24 — Grafico dell'iperbole di equazio;i% 5 =1
¥ Y e
2 0 2 4 6 x A *
Figura 25 Figura 26
Si dimostra che una qualunque equazione del tipo
_ax+b
cx+d
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con c# 0 e ad# bc, rappresenta un’iperbole equilatera i cuitasirsono le rettex = - (in figura 27 é

d
—ey=
Cc

olw

. . . x+1 . d. a
rappresentata l'iperbole di equa2|orge=T2) e si intersecano nel punt@(——;—j detto anche centro della
X c C
curva. Tale espressione viene chiamata funziongyoafioa.

Sia per l'iperbole, sia per l'ellisse il problemalld posizione reciproca con una retta viene aflancome per la
circonferenza e la parabola.

y

-8 -6 -4 -B O 2 4 6 8

-2

-3

-4

Figura 27 — Grafico della funzione omografiga % .
X

Tutte le curve viste in questo capitolo (rettaca@nferenza, parabola, ellisse e iperbole) appaoten alla
famiglia delle coniche in quanto possono essesnote intersecando un cono infinito a due faldewopiano.
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Figura 28 — Le coniche: a sinistra la parabolagealro I'ellisse e la circonferenza; a destra Fm:ée '

Fa
IL VALORE ASSOLUTO
Il valore assoluto di un numero reale x & defigibone segue:
=
|x| -X sex< 0 - [ Y
= . -
X sex=0 -
-
-
-(x-1) se(x-3<C
Consideriamgx -1 si ha|x-1 = ossia i _ i i
d ]l | ]l { x—1 se(x— :)2 C Figura 29 — Grafico di y £x[1.
-x+1 sex<]
xy= - ’
Xx-1 sex=1

Il grafico di y = |x| & dato in figura 29. Per la sya
realizzazione, prima si rappresentg=Xx, che ¢é la
bisettrice del primo e terzo quadrante, poi si nss€he
per tutti i valori dix negativi, il valore dy & uguale a-x e
quindi la curva simmetrica rispetto all’asse

Pitl in generale, data una funzioge= f (x), il cui grafico
sia quello in verde nella figura 30, il grafico ldeflunzione
y=|f(x)| si ottiene da precedente facendo limmagin
speculare della parte negativa del graficoydé f(x) (in

figura 30 il grafico della funzione/ =| f ()| ¢ dato dalla

parte in verde che si trova sopra li'asse deliedalla parte
in rosso)

figura 30 — Grafico della funzioney = f(x) e della

funzione y =| f (x)|
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DISEQUAZIONI

GENERALITA'
1 - Disuguaglianze fra numeri
E' opportuno ricordare proprieta elementari deldeiguaglianze fra numeri reali. Valgono i segupnticipi:

1°) Aggiungendo ad ambedue i membri di un disuguagliar& uno stesso numero, si ottiene una disuguaglianza
dello stesso senso.

Per esempio, se 7 > 5 allora anche 7+3 > 5+3; memgée, dati due numeri reaie b, sea > b alloraa+m > b+m
qualunque sian numero reale.

2°) Due disuguaglianze dello stesso senso si possonoreare membro a membro ottenendo una disuguaglianza
dello stesso senso

Per esempio, se 3> 2 e 5 > 1 allora 3+5 > 2+feirerale, sa>b ec >d, alloraa + ¢ > b + d per ogni numera, b, c,
dreale.

In generale non € lecito sottrarre membro a menibfaiti, pur essendo 7 > 6 e 5 > 1, non vero cHe ¥ 6-1.

3°) Moltiplicando o dividendo ambedue i membri di una dsuguaglianza per uno stesso numero POSITIVO, si
ottiene una disuguaglianza dello stesso senso

Per esempio, essendo 3 > 1, moltiplicando per mabiramembri per due si ha: 6 > 2. In generalanse0 ea eb sono
numeri reali, da > b seguema> mh.

4°) Moltiplicando o dividendo ambedue i membri di una dsuguaglianza per uno stesso numero NEGATIVO, si
ottiene una disuguaglianza di senso contrario

Per esempio, 4 > 2, moltiplicando per -3 si harim@ membro —8 = —12, a secondo membro23 -6, quindi —12 <
—6. In generale, s@ < 0 ea,b sono numeri reali, da>b seguema<mh

In particolare, se si cambiano i segni dei due niedituna disuguaglianza (cioé si moltiplica pej),disogna cambiare
anche il senso. Per esempioaseb, allora -a < -b.

5°) Due disuguaglianze dello stesso senso tra due nuinBOSITIVI moltiplicate membro a membro danno una
disuguaglianza dello stesso senso.

Per esempio, se 5> 1 e 7 > 6, allofa 5 18. In generale sa, b, ¢, d sono numeri positivi, da> b e c > d segue
ac>bd.

Il principio non vale se i numeri non sono tuttspivi, infatti pur essendo 1 > -4 e 2 > -3 si a4 (-4)J(-3).

6°) Sea eb sono dello stesso segnda a > b segué <% edaa<b segué >% . Per esempio, essendo 2 < 4, si ha
a a

1/2 > 1/4.

7°) Elevando a potenza con esponente intero e positiiodue membri di una disuguaglianza fra numeri
POSITIVI, si ottiene una disuguaglianza dello stegssenso

Per esempio, essendo 3>2, elevando alla quatta, &l > 16. In generale, aee b sono positivi e un intero positivo,
daa > b seguea” >b" e viceversa.

2 — Definizione generale di disequazione e class#zione

Una disequazione € una disuguaglianza tra espnesdirebriche che € verificata per particolari vattelle incognite.

Esempio 1
Sono disequazioni le espressioni del tipo:

1) 4x—-3>7x+4 2) %+ 3x—420 3) X+2y+1>3x—2xy
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2_
4) X+41>o 5) Vx2-1>x+4 6) 103 >1 7) log,(x —4) < 2
X

Le disequazioni sono classificabili in:

< Disequazioni razionali interese la disuguaglianza € tra due polinomi. Per esemap{l) € ad una incognita e di
primo grado, la (2) &€ ad una incognita e di secagrddo, infine la (3) & a due incognite e di secogichdo.

« Disequazioni razionali fratte se le incognite compaiono anche al denominatounaifrazione, per esempio la (4).

« Disequazioni irrazionali se le incognite compaiono sotto il segno dellaceader esempio la (5).

« Disequazioni trascendenticome le disequazioni esponenziali e logaritmigee,esempio la (6) e la (7) [vedi cap.8]

3 — Risoluzione di una disequazione

Risolvere una disequazione significa trovare Bnms¢ S dei valori da attribuire alle incognite
affinché la disuguaglianza sia verificata. Al fidiearrivare alla soluzione e necessario, facendo us
dei principi enunciati piu sopra, ridurre le disagioni ad altre equivalenti (cioé che hanno lesgtes
soluzioni).

Una disequazione si dice ridotta a forma normalendo € scritta in modo tale che il secondo memlax@ero. Per
esempio, sono ridotte a forma normale le disequa®) e (4); non lo sono le altre. Per esempia, tpavare la
soluzione della disequazione (3) bisogna determitiansieme delle coppie (x;y) che rendono il primembro della
disuguaglianza maggiore del secondo; per esem) (@ elemento di tale insieme.

DISEQUAZIONI DI | GRADO

Vogliamo risolvere le disequazioni di primo gradmé del tipo
1) ax+b>0
2) ax+b=0
3) ax+b<0
4) ax+bs<0
Si tratta di determinare l'insiemélIR che soddisfa alla relazione data.
Il problema pud essere posto anche in questo nsdgongay = ax + b; la 1), per esempio, equivale al sistema misto:
y=ax+b
{y >0
e risolverlo significa trovare tutti i punti delgrio che stanno sulla retta ax + b e la cui ordinata sia positiva.
La soluzione della disequazione sara quindi datand&eme delle ascisse dei punti che soddisfassiema suddetto.

Figura 1 Figura 2

Si hanno quindi i seguenti casi:

a > 0: la retta ha coefficiente angolare positiibseio grafico € come quello di figura 1 in cuidadinate dei punti della
retta sono positive a destraxgi = -b/a e negative a sinistra. Una disequazione tipo ) saddisfatta pex > x,, una
tipo 2) perx = x,, una tipo 3) pex < x, e una tipo 4) pex < X,

a = 0: la retta & parallela all'asse delle sta sopra o sotto di esso per cui una disequatijpo 1) o 2) sara soddisfatta
per ognix 0 R seb > 0 non sara mai soddisfatta se< 0. Viceversa per disequazioni tipo 3) e 4).15e 0 le
disequazioni tipo 2) e 4) sono soddisfatte per adhiR, non sono mai soddisfatte disequazioni tipo 1).e 3
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a < 0: la retta ha coefficiente angolare negativibsio grafico € come quello di figura 2 in cuidedinate dei punti
della retta sono positive a sinistraxgi= -b/a e negative a destra. Una disequazione tipo 1)ssatdisfatta pex < x,

una tipo 2) pek < x,, una tipo 3) pex > x, e una tipo 4) pex = X,

Esempio2
Risolvere la disequazione 3x + 2 < 0.
Essenda = 3 > 0 si ricade nel caso di figura 7. Inoltrelisequazione ¢ di tipo 3)xg = —2/3. La soluzione € pertanto

< -2/3.

DISEQUAZIONI DI Il GRADO

L'uso del grafico di una parabola € utile per plizione di disequazioni di 2° grado che possamsgntarsi nelle
seguenti tipologie:

1) ax+bx+c>0

2) ax2+bx+c=0

3) a+bx+c<0

4) ax+bx+c<0

Come nel caso delle disequazioni di primo gragwablema pud essere posto anche come segue:

siponga y=ax+bx+c; la1l), per esempio, equivale al sistema misto:

y=ax2+bx+c
y>0

e risolverlo significa trovare tutti i punti delgrio che stanno sulla parabgla ax2 + bx + ¢ e la cui ordinata sia
positiva.

A=l A= H=l
=0 + + + + +
Il ;':2 X :E_
- - I1=I2 -+ .E
X
X /;\}f X A= &a x - v
1 2 - >
e il - - - - -

Figura 3 — Soluzione grafica di un’equazione doselo grado.

La soluzione della disequazione sara quindi dallandeeme delle ascisse dei punti che soddisfastsiema suddetto.
E' quindi importante trovare la posizione dellagtaia rispetto all'asse dekeNella figura 3 sono riportati tutti i casi.
Si ricordi cheA = b2 — 4ace che

~b-b? - 4ac « _-b++yb?-4ac
2a 2 2a
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A seconda del tipo di disequazione si hanno qusollizioni come riportato nella seguente tabella.

a A ax+bx+c>0 ax+bx+c=20 a2 +bx+c<0 a2 +bx+c<0
1] &0 | A>0 | J-oo,x[0]xp+ e[ | J-o0, Xq]O[Xo,+ oo 1%, %o [X1, %ol
2 a>0 =0 ]o0, Xq[O]Xq,+ o] Jo0,+ oof O —b/2a
3 a>0 A<O J-o0,+ oof J—00,+ oof 0 0
4 a<0 A>0 I1xq, %ol [X1, Xo] J—o0, X4 [ O] X5, + o] ], X1] O[Xo,+ oo
5 a<0 A=0 O —b/2a J—00, X1 [O0]%q,+ o] Jo0,+ oo
6 a<0 A<O O O J—o0,+ oof J—00,+ oof

Esempio 3

Risolvere la disequazione di secondo grad8:#25x — 3 > 0.
E' una disequazione di tipo 1) ed esseado2 > 0 eA = 49 > 0, si & nel caso 1 della tabella. Essenditréex; = -3 e

Xy = 1/2, la soluzione sara data dall'insiene,]-3[]1/2,+ oo[.

Esempio 4

Risolvere la disequazione di secondo grade: x > 7x — 10.

Portando i termini dal secondo al primo membroaddisuguaglianza (ovviamente cambiando di segrmg:si

x2 —6x + 10 > 0. E' una disequazione di tipo 1) ed essed 1 > 0 eA = —4 < 0, si & nel caso 3 della tabella. La
disequazione & soddisfatta per tutti i valorkdi

Esempio 5
Risolvere la disequazione di secondo grado: £5--2¢ > 0.
E' una disequazione di tipo 2) ed esseado-2 < 0 eA = 121 > 0, si & nel caso 4 della tabella. Essémoltre x; = -3

ex, = 5/2, la soluzione sara data dall'insieme[-3].5/2
Si osservi come cambiando di segno a tutti i teiroiéia disequazione questa divert? 2 x — 15< 0 che & di tipo 4).

Oraa = 2 > 0, mentré\ rimane lo stesso; si & quindi nel 1) della tabella soluzione & data sempre dall'insieme [-3,
5/2].

Esempio 6
Risolvere la disequazione di secondo grade:10x + 32< 0.
E' una disequazione di tipo 4) ed esseadol > 0 eA = —28 < 0, si € nel caso 3 della tabella e n@ood soluzioni.

Esempio 7

Risolvere la disequazione di secondo grado: 24x—2& < 0.

E' una disequazione di tipo 3) ed esseado-9 < 0 eA = 0, si & nel caso 5 della tabella. La disequazi®dsoddisfatta
per tutti i valori dix trannex = —4/3.

DISEQUAZIONI DI GRADO SUPERIORE AL SECONDO

Si ha spesso a che fare con disequazioni di grgpleriere al secondo per esempio del t@x) > 0 dove
Pa(x) = agx" +apx" ™ +ax" 2

e un polinomio di grado n in Xx.

+apX' “+..tangX+ay

In questi casi I'unica possibilitd che si ha & el riuscire a scomporre il polinomio in termtiiprimo o di secondo
grado.

Esempio 8

Vogliamo risolvere la disequazione di terzo grado: 4x2 + x + 6< 0.

Le tecniche fin qui date non possono essere applic@onsideriamo il quadrinomio ¥(= x3 — &2 + x + 6 e
cerchiamone una scomposizione. Osserviamo che B{-Glk quindi, facendo uso della regola di Ruffiafx) pud
essere scomposto in fattori ottenendo:
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PX) =x3— 42 +x+ 6 =K+ 1)(x2 — 5 + 6).
La disequazione diventa quindk € 1)(x2 — 5 + 6)< 0.
Studiando separatamente il segno dei due termimirddotto otteniamo:
x+1<0pex<-1,
x+1=0pex=-1,
x+1>0pex> -1,
X2 -5+ 6<0per2«<3,
x2—5+6=0pex=2ex=3,
x2—5+6>0pex<2ex>3.

Riportiamo in grafico la situazione utilizzando Uimeea tratteggiata per gli intervalli in cui I'egsione € negativa, una
linea continua laddove é positiva e ponendo 0 @oxero.

-1 2 3
X+1 — 0 + | + | +
x* —5x+6 + | + 0 - 0 +
P(x) - 0 + 0 — 0 +

Nell'ultima riga viene riportato il segno diX¥pttenuto con le consuete regole del prodottoudstp punto é facile dare
la soluzione della disequazione; infatti il proberohiedeva di determinare l'insieme dei valori dpet i quali il
polinomio € minore o uguale a zero, dalla figurdesume:

J—e0, —1]0[2, 3].

DISEQUAZIONI RAZIONALI FRATTE

Si prenda in considerazione la disequazione def tip

M >0

9(x)
Il procedimento che permette di risolvere tale gigezione fratta (e quelle analoghe con i segni, & &<) € analogo a
quello visto precedentemente per i prodotti; infattle rapporto & positivo solo se il numeratoré éenominatore
hanno segni concordi (tutti e due positivi o tettdue negativi), € negativo se il numeratore esfiaiinatore hanno
segni discordi. Per avere la soluzione basta quindiiare il segno dei due termini e utilizzaredgola del prodotto dei
segni. E importante ricordare che una frazionegna solo se il denominatore & diverso da zero.

Esempio 9
Risolvere la disequazione razionale fraﬁa—i >0.
X+

Per risolvere questa disequazione é sufficientedjsiudiare il segno del numeratore N e del denatare D:
N=x-2:

N <0 perx< 2,

N =0 perx=2,

N >0 perx> 2;

D=x+1

D <0 perx<-1,
D=0 perx=-1,
D >0 perx> -1,

riassumendo in un grafico tipo quello dell'esempiecedente si ha:

N _ | _ 0 ¥

D — 0 + | +

N/D + ﬁ — 0 +
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Poiché il rapporto deve risultare positivo, la godme & Jeo, —1[1[2, +oo |.
E' da notare che par= -1 il denominatore si annulla, quindi il rapponion esiste (si usa il simbolo oppure nel pud
essere lasciato un "buco").

Esempio 10

Xx-8_1
_

. . . . -5
Risolvere la disequazione razionale fraﬁa— + ==,
X+3 x-3 2

f(X)

Per poter procedere dobbiamo ridurre la disequazidia formaﬁ >0.
g(X

2 _ _
Effettuati i calcoli si ottienew >
2(x+3)(x—-3)

Ora si puo studiare il segno del numeratore N&-326x — 9 e del denominatore D =x2¢ 3)(x — 3). Si osservi che in
entrambi i casi si ha a che fare con disequaziosecondo grado.

Il grafico riassume la situazione dei segni e cipete di ottenere la soluzione.

-3 H3 3 9
N + | + 0 — | - 0 +
D + 0 - | - 0 + | +
N/D + Ja - 0 + N - 0 +

Poiché il rapporto deve essere maggiore o uguaéeala soluzione € {¢o; —3[0[-1/3, 3[J[9, +o [.

SISTEMI DI DISEQUAZIONI

Risolvere un sistema di disequazioni tipo
f(x)>0
{g(x) >0
significa trovare i valori di x che soddisfano cemporaneamente le due disequazioni (ovviamentessigno pensare

anche sistemi di piu di due disequazioni; in questeo le soluzioni sono tutti i valori di x che dadano tutte le
disequazioni).

Esempio 11

Risolvere il seguente sistema di disequazioni
7x-8= 41
1x+}x>5
2 3
£x+—1 x+—1 x<13
2 3 4

Il sistema composto da tre disequazioni di | griedeui soluzioni sono:

7x= 49

x=7
5
EX>5 X>6
13 x <12
—Xx<13
12

Riportando in un grafico:
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da cui la soluzione e data da [7,12].

DISEQUAZIONI IRRAZIONALI

Si chiamano disequazioni irrazionali quelle disaxai nelle quali I'incognita figura anche,o soltansotto il segno di
radice. Consideriamo solo alcuni casi particolaer, esempio casi del tipo:

Mi(x) 2 g(x)
Yi(x) >g(x)
Wi (x) < g(x)
Wi (x) <g(x)

l'indice della radice, n, pud essere ovviamente palispari e cid comporta differenti metodi disdbne. Per il seguito
consideriamo il secondo caso.

Se n é dispari, per esempio n = 3, la soluzionesata sulle disuguaglianza tra i numeri:

a>b - a’>b’
per cui

(%) >g(x) = F(x) > g

Esempio 12
Si vuol risolvere la seguente disequazione

3\/x?’—2x <X-2

x‘°’—2x<(x—2)3
x3 - 2x <x3-6x%+12x -8
X2 -7x +4<0

Per quanto detto sopra si ha:

da cui la soluzione
4
<X<=
1<x 3

Sia ora n pari, per esempio n = 2.
Consideriamo prima una disequazione del tipo:

V() <g(x)

f(x) =0
g(x)>0
f(x) <[g(9]?
cioé trovare quei valori di x per i quali sono sisflatte contemporaneamente le tre disequazioni.

risolverla equivale a risolvere il sistema:

Esempio 13
Risolvere la disequazione:

N3X+H1<x+7
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La soluzione & data dalla soluzione del sistema

3x +120 3x +120 3x+1=0 x2-3

Xx+7>0 Xx+7>0 X+7>0 X>-=7

3x +1<[x +7]2 3X +1<x2 +4x +49 x? +11x + 48>0 sempresoddisfata

in un grafico riassuntivo si ha:
—7 -1/3 X
®
O

@

da cui la soluzione x -1/3.

Consideriamo ora la disequazione

VE(x) >9(x)
la soluzione della disequazione €& data dall'unidelée soluzioni dei due sistemi:

0030 f(x) 20
{g(x)_< 0 g(x)=0

2
f(x) >[g(x)]
Nel secondo sistema la prima disequazione puo eesdininata in quanto € implicitamente verificala terza e
quindi i sistemi da risolvere sono:

{f(x) >0 {g(x) >0

g() <0 f(x) > [9(x)1?
Esempio 14
Risolvere la disequazione
Ja-x>x-2.

Come detto sopra si devono risolvere i due sistemi

4-x20 x—-220

{x—2<0 {4—x>(x—2)2
cioe

Xx<4 Xz=2

{x<2 {4—x>x2+4—4x

X<4 X2

{x <2 {O <x<3

Il primo sistema ha per soluzione l'intervallo X2<il secondo sistema l'intervallo2x < 3 per cui, facendo I'unione
delle soluzioni, la disequazione & soddisfattaxpei3.

DISEQUAZIONI IN DUE VARIABILI

Iniziamo lo studio di tali disequazione dalle disagioni di primo grado. Un disequazione di primady in due
incognite puo essere sempre messa nella forma:

ax+by+c>0.

Risolvere la disequazione significa trovare le ¢e(p; y) che soddisfano alla disuguaglianza data.
Ricordando quanto detto sul piano cartesiano e sette, a tale disequazione puo essere associata
la retta di equazione ax + by + ¢ = 0. La soluzideka disequazione si riduce quindi a determinare
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quale dei due semipiani in cui la retta divide dlirpp contiene i punti P(x; y) che soddisfano la
disequazione.
Un esempio chiarira il concetto.

Esempio 15
Risolvere la disequazione

2—y>£x+§
2 4
La disequazione € equivalente2x +4y -5<0.
Diseghando su di un piano cartesiano xOy la rytta—%x +% (vedi figura 4) il piano resta diviso in due seraip:

uno sopra la retta, I'altro sotto. Per determinguale dei due € soluzione basta scegliere un punidere se le sue
coordinate soddisfano la disequazione; quando gilples(come in questo caso) conviene prenderglive O(0; 0).

Figura 4
Si ottiene: 0 + 40 — 5 = -5 < 0 e quindi la disequazione & soddisfarigine si trova quindi nel semipiano che
soddisfa la disequazione (nella figura 4, in griggemipiano soluzione della disequazione).
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D o =

Con ragionamento analogo si possono risolve ¥ya
disequazioni in due variabili di qualunque tipoladébrma .
E(x; y)>0, purché si sappia rappresentare la cufiva
equazione E(x; y) = 0. Vediamo alcuni esempi.

4
Esempio 16
Risolvere la disequaziong = x2-1. :
L'equazioney = x2 -1 ha per diagramma la parabola | 2
figura 5. L'origine O(0; 0) soddisfa la disequazo
(0202—1=—1) si trova quindi nel semipiano dell 1
soluzioni (nella figura 5 in colore grigio). | purdella

-9 -1 O 1 2

parabola soddisfano la disequazione (sono quefiipg
quali vale l'uguaglianza)

Esempio 17

Yy

g

Risolvere la disequazion)e2 + 4y2 >4,

Figura 5 — Relativa al’Esempio 16

L’equazione x2+4y2 =4, che puo essere scritta nella

2
forma XT + y2 =1 ha per diagramma I'ellisse di figura 6.

L'origine O(0; 0) non soddisfa la disequazion

-

(02 +40° = 0<4) non si trova quindi nel semipian
delle soluzioni (nella figura 6 in colore grigio).

O

¥ A

\

Esempio 18

Risolvere la disequazior»éx2 + y2 ~1<2y2.

Poiché per x2+y2—1<0 il primo membro della

disequazione perde di significato, i valori che disthno
tale disequazione devono essere esclusi dal pi
Elevando quindi al quadrato i due membri del

=

G

-y

disequazione si ha:

Figura 6 — Relativa al’Esempio 17

x2+y2—1<8
ovvero
x2+y? <9

Si osservi che  x? +y2 =1 e x? +y2 =9 sonole

equazioni di due circonferenze di centro l'origieeraggio
rispettivamente 1 e 3. Come si puo facilmente ietuia

disequazionex2 +y2 <9 é soddisfatta da tutti i punti intern

alla circonferenza di equazione2 +y2 =9, ma per ottenre I3
soluzione bisogna togliere i punti interni allacoinferenza di
raggio 1. La soluzione € pertanto la corona cireoldi centro
I'origine di raggio interno 1 e raggio esterno 8dvfigura 7).

YA

vy

9 _ 1 2 3

G
w

/o

Figura 7 — Relativa all'lesempio 18
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FUNZIONI TRIGONOMETRICHE

Generalita

Si consideri la circonferenza di raggioe centroO di figura 1; su di essa s
prendano due puntA e B. Allora si puo andare dA versoB percorrendo dug
strade, una in senso antiorario, l'altra in sensarim Agli archi AB

corrispondono due angohOR B
Si stabilisce che sia la misura dellang®l@B sia la misura dell'arcédB siano

espresse da un numero positivo quando sono pelioossinso antiorario, siang ‘
b A

espresse da un numero negativo quando sono pP&rteesiso orario.

Per la misura degli angoli si possono usare duersis |l primo & il sistema
sessagesimale, la cui unita di misura € il gradol@lo °), definito come la 360t
parte dell'angolo giro; il grado ha come sottorpliltil primo (la sessantesima
parte del grado, simbolo ) e il secondo (la sdesama parte del primo, simbolg

II).
Figura 1 — Archi orientati su di upa

Su di un piano cartesiano si consideri ora la cifexenza di centro l'origine gcirconferenza
raggior. Il puntoA(r; 0) & l'origine per la misura degli angoli e degthi.

Poiché una semicirconferenza di raggi® lungarr e a tale arco corrisponde un angolo piatto (1&)%a che, se ad un
arco di lunghezzh corrisponde un angolo di ampiezzavale la seguente proporzione:

1 :180° =l : a°
Da questa relazione si ricava che:

I Tl
1 —= a°
@) r 18C°

la quale indica che, qualunque sia il raggio delfaonferenza, uno stesso angolo di misufada sempre lo stesso
rapportol/r. Tale valore pud quindi essere preso come misura éngolo.

L'unita si ottiene prendendo un arco la cui lungheg uguale al raggio e tale unita vieng o° o
chiamataradiante; la misura di un angolo in radianti & quindi esgeeda un numero reale ch 0 0
verra indicato com, mentre per la misura in gradi si fara uso debsima°.
o ) . . oo 30 6
Dalla (1) si ricava la formula di trasformazionegtadi a radianti:
- 45 4
a= a° 60
18C° 90 Zg
Nella Tabella 1 vengono riportate le misure in aadidi alcuni angoli.
Si osservi anche che se si considera una circorffardi raggia = 1 e si pensa di percorrerla, 180 n
a partire da, in senso antiorario, dopo un giro si sara percarsarco di lunghezza@dopo 270 312
2 giri lo spazio percorso sara di &;2lopo 3 giri 3-& e in generale dopbk giri sara &t Lo 360 2n

stesso ragionamento porta a definire I'arco peocdnssenso inverso, per cui se Si sonoTabella’l

percorsik giri si avra un arco di 4@t Inoltre essendo = 1 la misura in radianti dell'angolo

corrispondente all'arcloé propriol, per cui € lecito dire che facenlgiri in senso antiorario si € descritto un angilo
2kmtradianti e che facendogiri in senso orario si € descritto un angolo 2k
radianti. Cio porta anche al fatto che un puBtsulla circonferenza non puo
essere individuato in modo univoco dall'angaloma la sua posizione deve 47
essere espressa dal numerse 2krtconk = 0, £1, +2, +3,... ovvero l'insiem#
dei numeri interi.

H

My

Seno e coseno di un angolo 0 H /A

In un sistema di assi cartesiani si consideri ur@uoferenza di centro l'origine
e raggior = 1. Una tale circonferenza e detieconferenza goniometrica Sia
P un punto di tale circonferenz#i la sua proiezione sullassee AOP = a
(figura 2).

L'ordinata del puntd® si chiamasenodell'angoloa e si indica con sen Si Figura 2 — Seno e coseno di |un
osservi che il segmentéP misura sea. angolo
L'ascissa del punt® si chiamacosenodell'angoloa e si indica con cas Il
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segmentd®H misura cos.

Il punto P ha quindi coordinatex = co®t, y = sem e, per il teorema di Pitagora applicato al tridogettangoloPOH,

si ha:

cofa +sera =1

che viene chiamatarima relazione fondamentale della goniometria
In base alle definizioni date sopra si possononitefidue funzioni d& in R: la prima definita dg = serx, la seconda
day = cox. Con l'aiuto delle figure seguenti si vuol anadire 'andamento di tali funzioni.

Figura 3 — Pex=0, P coincide cot

B

o
=
o
=
Y

H

A(1; 0) quindi sen0=0 e cos0 = 1|

Figura 4 — Per 0 x <172, P € un
punto del primo quadrante e quil
serx e cox assumono valo
positivi; mentre il valore di sex

ndi

e

cresce, quello di caslecresce.

Figura 6 — Perv2 <x <t P € un
punto del
quindi sex assume valori positi
e cox valori negativi; sia il valorg

di serx che quello di cos
decrescono.
4¥
B
x=3m/2
) .
C ‘Jo=H A x
P=D

Figura 9 — Pex = 3172, P coincide
con D(0; —1) quindi sen{82) = -1
e cos(3v2) = 0.

secondo quadrarte,

Figura 7 — Pex = 11, P coincide
con C(-1; 0) quindi sem = 0 €
cost=-1.

Figura 10 — Per@2 <x< 2m P e
un punto del quarto quadran
quindi sex assume valori negati

mentre cos assume valori positivj;

entrambi i valori di sene di cox

te,
vV

crescono.
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Figura 5 — Pex = 172, P coincide
con B(0; 1); quindi sem2 = 1 &
cogv2 = 0.

[=

Figura 8 — Pert<x < 3172, P & un
punto del terzo quadrante, quindi
serx e cox assumono valofi
negativi; mentre il valore di sgn
decresce, quello di cosresce.

Perx = 2, P coincide di huovo con
A(1; 0) per cui sen0 = 0 e cosO = 1.
Dopodiché il ciclo si ripete. Le
funzioni seno e coseno si dicono
quindi periodiche, per il fatto che si
verifica:

sen@ +2m) = sem
e

cos@ + 2m) = cow.
La quantita Z viene dettperiodo.

In generale si dice che che una
funzioney = f(x) di R in R &
periodica di periodo p €& il piu



piccolo tra i valori per i quali si verifica:

f(x+p) =1(x).

Nella Tabella 2 sono riportati alcuni valori nadév
delle funzioniy = sexx e y = cox. Tali valori possono
essere dedotti con delle semplici considerazio
geometriche.

Inoltre si pud osservare che il codominio dellezfoni
in esame € l'intervallo [-1, 1].

| grafici di tali funzioni, limitatamente all'inteallo [O,
21, sono dati nelle figure 11 e 12.

1

-1
Figura 11 — Grafico dy = serx, x 00 [0, 2

-1
Figura 12 — Grafico dy = cox, x 0 [0, 2

Tangente di un angolo

X X ° serx COX tgx
. 0 0° 0 1 0
W6 30° 1/2 @/ 2 @/ 3
4 45° J2/2 J2/2 1
3 60° J3/2 1/2 J3
W2 90° 1 0 non esiste
213 120° J3/2 -1/2 -3
34 135° J2/2 —2/2 -1
5176 150° 1/2 _J§/2 _J§/3
I 180° 0 -1 0
7176 210° -1/2 _J§/2 @/3
514 225° —~2/2 | —J2/2 1
4173 240° —J3/2 -1/2 J3
32 270° -1 0 non esistg
513 300° —J3/2 1/2 -3
g 315° _\/5/2 \/5/2 -1
11176 330° -1/2 J3/2 ~/3/3
2n 360° 0 1 0
Tabella 2
by t
T
a e
A x

Figura 13 — Tangente di un angolo.

Consideriamo ancora una circonferenza goniometsies un punto di tale circonferenza e 8i®P = a, siaA(1; 0) il
punto di incontro della circonferenza con il serséagositivo dellex e da esso si conduca la tangentalla

circonferenza (figura 13).

Si consideri il raggi®P e lo si prolunghi fino ad intersecare la tangémiel puntoT.

L'ordinata del puntd@ si chiamaangentedell'angoloa e si indica con 1.
Si osservi che quando =172 + kit conk O Z la tangente dell’angolo non esiste in quantogbia OP risulta parallelo

alla rettat.

SiaH la proiezione dP sull'assex e si considerino i triango®HP e OAT (figura 16). Tali triangoli sono simili, quindi

vale la proporzione:

OH:OA=HP : AT

da cui:

cosy : 1 =sen : tga

e ricavando tg si ha:
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questa viene detteconda relazione fondamentale della goniometria

In base alle definizioni date sopra si puo definina funzione d&® — {x = W2 + kit k 0 Z} in R definita day = tgx.
Analizziamo I'andamento di tale funzione.

Perx =0, T coincide corA e quindi tg0 = 0.

Per 0 <x <172, al crescere di il puntoT si sposta verso I'alto lungo la rettaquindi tg € positiva e cresce; si osservi
che il segmentdDT, al crescere dk, tende a diventare
verticale. 40
Perx = w2, OP é parallelo alla rett4 quindi non c'e
intersezione con la retta t. Per tale valore mgn esiste.
Perm2 < x < T il punto T passa nel semipiano dele 20

negative e si awvicina all'asse dele quindi tg risulta J Ij
negativa e ancora crescente.

Perx =1 T coincide di nuovo coA quindi tgt= 0. -z -z F 1 . 5

Dopodiché il ciclo si ripete; quindi, anche la tante € una
funzione periodica e il periodore -z0

Nella Tabella 2 vengono riportati i valori dellan¢gente di
alcuni angoli notevoli. Inoltre si pud osservaree chh —4d
codominio della funzione in esame & tuoll grafico di | Figura 14 — Grafico dy = tgx, x 1 [Tt 1q
tale funzione, limitatamente all'intervallo -], € dato

nella figura 14.

Altre funzioni trigonometriche
Oltre alle funzioni date possono essere definitee alre
funzioni trigonometriche: 10
la cosecantedefinita day = cosex = ! il cui dominio &
serx
R — {krt, k O Z} (per il grafico vedi fm%ura 15); L > 5 3 -
la secante definita day=sex = il cui dominio eR
COX
-10
— {2 + kit k O Z} (per il grafico vedi figura 16);
la cotangente definita da y = cotgx =i il cui dominio e
tgx -0
R —{ kt, kO Z} (per il grafico vedi figura 17). Figura 15 — Grafico dy = coseg, x O [0, 2
' 40
1k
10
z0
1 3 4 5 £ -3 -z -1 1 z
-E
-zalf
-10
-1k
! -40
Figura 16 — Grafico dy = sex, x O [0, 2r] Figura 17 — Grafico dy = cotg, x O [-TT, 1
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ALCUNE FORMULE UTILI

Trasformazioni delle funzioni trigonometriche

Le seguenti formule permettono di esprimere unaifure trigonometrica in funzione delle altre.

Archi associati

Le seguenti formule permettono di calcolare le fomiztrigonometriche di un qualsiasi angolo, notwalore delle

seru cosx tgo

\/7 L tga
sem sem +Vl-cosa | ~ ﬁ
1+ tg°a

1
Coxt | ++/1-serfa cosx iﬁ
- 1+ tg°a

tga tﬂ + V1-cofa tgo

v1—ser20( T cow

stesse per un angolo compreso trarfle

T
sen —-a | =coxr
’{2 )

T
cos —-a | =semy
{2 )

tg(g - aj = cotga

Vi
cotg ——a | =tga
@(2 j J

T
SG?{E + O’j = coxr

n
CO{E + 0’] = —semy

m
tg[z + a] = —cotga

T
cotg —+a | = —tga
9(2 ) J

ser{r-a) = sera

codrr-a)=-cosz

tg(r-a) = -tga

cotg(7r-a) = —cotga

ser{r+a) = -semy

codrr+a) = —cosa

tg(rr+a) = tga

cotg77+ a) = cotga

ser{grr— 0’] = —Ccoxy

CO{%]T— 0’] = —semny

tg[gﬂ— aj = cotga

cot{%n— aj =tga

Se?{gﬂ+ 0’) = —Ccoxy

CO{;H+ O’j =seny

tg(gﬂ+ a] = —cotga

cot{%zﬂ aj = -tga

ser(2n-a)=ser(-a)=
= —seta

cod2n-a)=cod-a)=

= cosa

tg(2n-a)=tg-a)=

= -tga

cotg272 - @) = cotg(«) =

Formule di addizione e sottrazione

= —cotga

Permettono di calcolare le funzioni trigonometrigee la somma o la differenza di angoli.

ser(a + [3) = seracoss * senfcosa

tga +tg8

tg(aiﬁ)=1¢tgangﬁ

cotg(a + ,B) _ cotga [totgBF1

cotgB + cotga

cos(a + ,B) = cosacosl T seraserns

a,Bea+ B oppurea —B # 12 +ki, conkZ

a, B ea+ B oppurea —B # ki, conkZ
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Formule di duplicazione

Dalle formule di addizione discendono facilmentéolenule di duplicazione (basta osservare ohe=2 + o)

cosa -serfa

ser(Za) = 2sermcosy cos(Za) =:2coéa -1
1-2serfa
tg(2a) = 294 o # T2 +k, eq # 14 +Kki2, conk(Z
1-tg°a
cotg(Za) = cotgra -1 a # k2, conkOZ
2cotgr

Formule per la trasformazione di seno, coseno, taegte e cotangente in funzione della tangente delfigolo meta.

a 2 A
2tg— 1-tg= —
sero = 2 a zT1+ Xk conkOZ cosy = 2 a zT1+ Xk conkZ
1+g? 2 1g? &
2 2
2tgg
tga = 20( az12 +kmt e a# 1+ 2, conkdZ
1—th —
2
1-tg? a4
cotg = 0(2 a k2 conkOZ
2tg§

Formule di bisezione.

Permettono di calcolare le funzioni trigonometrictkedla meta di un angolo noto

a 1-cow a 1+ com
sen— =+ coS—=#,[———
2 2 2 2
a 1-cos o 1 + co®
tg—=+,]——— oz 1+ & conkZ cotg—==%,[———— a # 2k, conkZ
2 1+ co« 2 1- co«

Formule di prostaferesi.

Permettono di trasformare somme o differenze tnaeseoseni in prodotti

senp + semg= 2 seg?cos% senp - serg= 2 CG%?SGH%
cosp+ cog= 2 co%cos% cosp - cog=- Zse%sen%
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EQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI
Sono equazioni elementari le seguenti:

senx= |, COS X= I, tgx=n.
Cominciamo dasenx= |.

La prima osservazione che dobbiamo fare & che @sselx senx< 1, I'equazione ha senso solo sé<| <1.

y = senx

Possiamo vedere anche I'equazione come la soluzieheistema{ , 0ssia l'intersezione tra la sinusoide e la

retta parallela allasse y=1.

Fig. 18 — Risoluzione grafica dell’equazione gonétrica senx= 1.

Come si puo vedere dal grafico il sistema ammefiaiie soluzione a causa della periodicita dellazione seno, ma
tutte le soluzioni si ottengono da due di esse grafico indicate cor, e a,) aggiungendo o sottraendo multipli di

2TT.

Consideriamo ora una circonferenza goniometrica retta
y =1, congiungendo O con i punti in cui la retta incarla Y

circonferenza vengono individuati i due angolie a, e si
vede che risultax, = 1—a;,.

Possiamo quindi scrivere le tutte le soluzioni’dgliazione
nella forma: y=l

X =o,+2km e

X, = 0, + 2K =Ti- o, + 2kit= —a, +( 2k+ )1t a5
conkOZ i >

X

Esempio 1

. . 1
Risolvere I'equazionesenx= 3

Dalla tabella 2 abbiamo chexlzg e azzgn. Le

soluzioni sono quindi:

X, Mokt e X, =§T[+ 2k = _E+(2k+j)-r[ Fig. 19 — Risoluzione grafica dellequaziosenx= |
6 6 6
conkOZ.
Volendo esprimere la soluzione in gradi dovremnrovece:

x, =30°+k360 e x,=150°+k360=-30+( X+ )L 18T conkOZ.
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Per la risoluzione dell’equazioneos x= i si procede allo stesso modo. Per prima cosaseires che essendo anche
-1<cosx< 1, 'equazione ha senso solo sé<m< 1.

y = COS X o . . .
e quindi I'intersezione tra la cosinusoide e la

Possiamo vedere I'equazione come la soluzione id(einsa{

retta parallela all'asse y = m, osservando dal grafico che ancora il sistema atarirdinite soluzioni.

LA O VA S DA Y AN AW A W

Y N A5 N O Y R U YA S SO WY B O
VYV VVVIVVVVY

Fig. 20 — Risoluzione grafica dell’equazione gonébrica cos x=

Sempre dal grafico osserviamo che tutte le solizioesono essere ottenute partendo da due dirgdisate cona e
—0 aggiungendo o sottraendo multipli 2it.

YA
Se consideriamo ancora una circonferenza gonioraeti

questa volta la retta = m congiungendo O con i punti i
cui la retta incontra la circonferenza vengono \itiati i [
due angolia e —a. Possiamo quindi scrivere le tutte
soluzioni dell’equazione nella forma:

X=m

=

m

x=xa+2kn kOZ.

a
.
Esempio 2 Oofh—a X
. , . 1
Risolvere I'equazion&os x=§ .
) . T
Dalla tabella riportata sopra abbiamo clie=—. Le
: P 3 |

soluzioni sono quindi:

x:ig+2kn con kOZ.

Fig. 22 — Risoluzione grafica dellequaziones x= I

Consideriamo ora I'equaziortgx = n.

y=tgx

9.4248

-9 _fizas

Fig. 23 — Risoluzione grafica dellequazione gonétrica tgx= n
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y =tgx

Ancora possiamo vedere I'equazione come la solezitet sistem{ e quindi l'intersezione tra la tangentoide e
n

la retta parallela allasse y = n, che, come possiamo osservare dal grafico aminéitie soluzioni.
Sempre dal grafico osserviamo che tutte le solizjo
possono essere ottenute partendo da una di essa guh Yk
o aggiungendo o sottraendo multipli di

Consideriamo ancora una circonferenza goniomegida
tangente nel punto in cui questa interseca il s&smia

positivo delle x. Tracciamo quindi la rettay=n; /_ y=n
congiungendo O con il punto di intersezione trdde rette
resta individuati un angola .

Le soluzioni dell’'equazione hanno la forma: o »

o X
x=a+kn kOZ.

Esempio 3

Risolvere I'equazioneégx=1.

Dalla tabella riportata sopra abbiamo clme=£. Le

soluzioni sono quindi: Fig. 24 — Risoluzione grafica dell’equaziotgx = n.

x:g+kn conkOZ .
DISEQUAZIONI GONIOMETRICHE ELEMENTARI
Sono disequazioni elementari le seguenti:
senx> |, senxz |, senx< |, senx< |
cos x> n, cos x= m, cos< m, cosxs
tgx> n, tgx= n, tgx< n, tgx< n

Risolviamo le disequazioni relative al seno, leeadi risolvono in modo analogo e ne vedremo selglicésempi.

Si ricordi sempre che-1<senx<1 e si tenga presente che la periodicita della imziseno comporta I'esistenza di
infiniti intervalli in cui la disequazione & veifta. Per capire la situazione utilizziamo di nudvgrafico della
funzione y = senx e della rettyy =1 e risolviamo la disequaziongenx> |.

¥ = senx

Fig. 25 — Risoluzione grafica della disequazioneigmetricasenx> |

Dal grafico si ricava che le soluzioni della disagjone sono tutti i valori dix contenuti negli intervalli
o, +2km< x<a,+ 2kt con a, e o, soluzioni dellequazionesenx= | nell'intervallo 0<x<2m, a, =T-q, e

kOZ , nei quali la funzione seno si trova al di sopefiadrettay =1.
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Un altro modo per vedere le soluzioni &€ quelloatisiderare la circonferenza goniometrica e la rgttal .
La soluzione dell’'equazione sono gli angoli cheirde€ono il settore circolare compreso ma e a, ai quali vanno
aggiunti tutti i settori che si ottengono quandgiaggiamo multipli interi di2m (vedi figura 26).

Esempio 4

. . . 1
Risolvere la disequazionsenx> — .

. . ! Tt
Tenendo conto dell’equazione risolta precedentesrsirtia chex, = s

5 - -
ea, :ET[. Le soluzioni sono quindi:

g+2kn< x<%n+ 2kt conkOZ.
YA YA
/— »
A2
JZIN
1
o X X
V3
Y=""9"
\l__‘____'__'/
Fig. 26 — Risoluzione grafica della disequazia®ax> |. | Fig. 27 — Risoluzione grafica della disequazig

Nel grafico el =% .

3
senxs ——
2

Esempio 5

Risolvere la disequazionsenx< —g .

- . . L 4 5 - I
Utilizzando la circonferenza goniometrica si <h|ia=§n ea, =§T[. Le soluzioni sono quindi:

éT[+ 2kT< X< —5n+ 2kt
3 3

Vedi figura 27.

conkOZ .

Esempio 6

. . . 1
Risolvere la disequaziongos x< >

Utilizzando la circonferenza goniometrica si ha theoluzione dell’equazioneos x=7 nell’intervallo 0< x < 21t

s 11 Lo i
sonoa, ZE ea, =€T[. Le soluzioni sono quindi:

E+ 2kt XSETH 2kt
6 6

Vedi figura 28.

conkOZ.
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Esempio 7

Risolvere la disequaziongx<1.
Utilizzando la circonferenza goniometrica e laaett=1 si ha che le soluzione dell’equaziotygx=1 nellintervallo di

i i I . . -
> . Le soluzioni della disequazione sono quindi:

T R
SX<—ea=—
4

ampiezzart, 5

—g+kng xs’—:+ km con kOZ.

Si ricordi che la tangente € periodica di periadoVedi figura 29.

YA \/5 Y

x="3

Fig. 28 — Risoluzione grafica della disequazione Fig. 29 — Risoluzione grafica della disequazidges< 1

1
COS X< —
2

Nella risoluzione sia delle equazioni, sia dellsedjuazioni, pud capitare che il valore dell’angotm possa essere
dedotto dalla tabella 2. In questi casi si deverizorso alla calcolatrice utilizzando le finzioiniverse seri*, cos®,

tg™.
Attenzione che la calcolatrice pud essere impogtatacalcolare il valore dell'angolo in gradi (DEGsolamente D),
radianti (RAD o R) e gradi centesimali (GRAD o G).

Esempio 8

Risolvere I'equazionesenx=0 7.

Con la calcolatrice si ricave, = sen'0 7= 44,427 e di conseguenza, =180° -, = 135 573; le soluzioni sono
quindi:

X, =44,427+k360 e x,=135573+k360 conkOZ.
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LA FUNZIONE ESPONENZIALE E LA FUNZIONE LOGARITMICA

LA FUNZIONE ESPONENZIALE

Sono molti i problemi in cui interviene una funzéoesponenziale.

Esempio 1
Se si zispone di un capital®) e lo si investe al tasso di interesse annuidpo un anno si avra un interesseCyld e
quindi un capitale
Ci=Cy+1=Cy+Cyl=Cy(1 +r).
Supponiamo di reinvestire il nuovo capitale alkssse condizioni, alla fine del secondo anno si amréapitale:
C, =Cy(1 +1) =Cy(1 +1)(1 +1) =Cy(1 +1)2
Se si continua a reinvestire sempre alle stessdizioni, dopo n anni si avra un capitale:
C,=C (1 +r)=Cya +n)n.

Dall'esempio 1 & emerso un termine molto importacite (1 +)N.

Generalizzando, si pud prendere in consideraziespressionaX; essa prende il nome ésponenzialea & labasee x

e I'esponente

E noto il significato dell’esponenziale quand@l N. Con alcune generalizzazioni & possibile estenitesponenziale
anche pek O R. C’é da osservare che in questo processo di demzazone, ad un certo punto, &€ necessario supporr
che la base dell’'esponenziale sia positavat R*. Inoltre si definiscono I'esponenziale a potenggativa

_ 1
n _—
a =-3
a
e I'esponenziale a potenza frazionaria
am/n =gm
Ricordiamo le proprieta fondamentali degli espoianz
a’=1
al=a

)=
che valgono anche per esponenti reali.
E possibile quindi definire una funzioffie 30 _; 02);3125
R - R data day=aX '
Per un’analisi del grafico di una funzion 25 —4/0,0625
esponenziale possiamo studiare qusl 20 :g 8;;5
della funzioney = 2X Nella Tabella 1 '
vengono riportati alcuni valori della 15 -10.5
funzione. 10 2 ;
Il grafico della funzione € dato in figura 1 ola
L
Si possono dedurre le seguenti proprieta 38
« il dominio della funzione &; -4 -9 2 4 4/16
. 5|32

* xR, y>0; Figura 1 — Grafico della funzione= 2 nell'intervallo
* la funzione & crescente e si ha: [-5,5] Tabella 1

lim 2°=0  |im 2=+

X —» —00 X — +00
e perx=0,y=1.
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Tali proprieta sono valide qualunque sia la bmsel.

Come si é detto sopeadeve essere positivo. Il caac= 0 € un caso banaleX(® 0) ad eccezione di= 0 per il quale
non ha senso parlare del valore @i 0

Anche il cas@a = 1 & banale; dalla definizione si ha che=1L [0 x O R.

Rimane da analizzare il caso (a<x 1; a tal X| (1/2)¢
fine studiamo la funzioney = (1/2) =0 532
calcolando i valori dellg per qualche valore 2c _4l16
della x. Nella Tabella 1 vengono riportafi _3lg
alcuni valori della funzione. Il grafico della 20 _ola
funzione ¢ dato in figura 2. 1o _1l2
. : s 0[1
Si possono dedurre le seguenti proprieta: 10 105
« il dominio della funzione &; 5 0'25
« OxOR,y>0; s 2lo 125
* la funzione & decrescenteRne si ha 4 0'0625
-4 -z g 4 '
lim @W2)* =+ lim W2*=0 |Figura 2 — Grafico della funziongy = (1/2F T 2/0.03125
X — —00 X - +00 - abella 2
nell'intervallo [-5,5]
e perx=0,y=1.
Tali proprieta sono valide qualunque sia la baseaG< 1.
Da quanto detto si deduce che il codominio delfeifone esponenziale €, in ogni caRd,
LA FUNZIONE LOGARITMICA
Si consideri l'uguaglianZa=a‘, dove a e " logx
b sono numeri reali positivi noti; i Zai|
problema che si pone euale valore 4 0,03125 -7
bisogna attribuire all'esponente c 0,0625 -4
affinché si possa ottenere il valore db ? | 0,125 -3
Cio porta alla definizione del logaritmo: 0,25 —2
c = log,p 0.5 -1
. . . : X 5 10 15 20 ZE 20 |1 0
che si legge ¢ uguale al logaritmo in bas¢
a di b" (b si chiama argomento dgl-< 2 1
logaritmo). 4 2
Per esempio, si ha che: 2 =]gt00 in |-4 8 3
quanto 100 = 19 16 4
In generale & possibile definire un&igura 3 — Grafico della funzioney = logyx|32 S
funzionef: R* — R data day = log,x. Tale |nell'intervallo [0,03125, 32]. Tabella 3

funzione e dettéunzione logaritmica.
Per analizzare il grafico di una funzione logaritoidasiamo sulla Tabella 3 che contiene alcurovali y = log,x e

che e stata costruita a partire dalla definiziodaléa Tabella 1. Il grafico della funzione e datdigura 3.
Si possono dedurre le seguenti proprieta:

« la funzione é crescente R e si ha
[im logy X = =0

Xx-0"

e
lim logp X =+eo
X — +00

e perx=1,y=0.

Tali proprieta sono valide qualunque sia la bmsel.

In modo analogo procediamo per analizzare il goaficuna funzione logaritmo quando la base & cosapte zero e
uno. Ci basiamo sulla Tabella 4 contenente alcaluirvdiy = log,x € che € stata costruita a partire dalla defineion

di logaritmo e dalla Tabella 2. Il grafico dellanftione € dato in figura 4.
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Si possono dedurre le seguen’ " |°g(1/2)P(
proprieta: 4 503T5E !
« la funzione € decrescenteRt e si 0.0625 1
e z 0,125 3
“m* 0012 = e 0,25 Y,
. X-0 0,5 1
lim | 5 10 15 Z0 ZE 20 1 0
[0} X =—00

Jimtooue . i 3

e perx=1,y=0. _
—d 8 _3
Tali proprieta sono valide qualungye 16 -
sialabase 0a<1. Figura 4 — Grafico della funziong = Iog(l,z)x 32 -3

nell'intervallo [0,03125, 32]. Tabella 4

PROPRIETA FONDAMENTALI DEI LOGARITMI
1) Dalla definizione di logaritmo segue che:
log,1=0
log,a=1
x=log, &
aIogax =X
a* = bx[lbgba

2) Il logaritmo di un prodotto & uguale alla sommaldgaritmi dei fattori; in simboli
log, (xCy) = log, x+ log, y

ATTENZIONE : quando nel prodotto ci sono dei terniirtui segno puo variare € necessario tenernéoc@i puo
osservare che nell'espressiolug, [ (x-2)(x-5)] il termine dentro parentesi quadra ha senses@ o x>5,

mentre I’espressionl@ga(x—z) + Ioga( X— 5) ha senso solo se>5. Il modo corretto per scrivere la cosa €:

o0 (210 5= BT S

3) Il logaritmo di un quoziente & uguale alla diffezardei logaritmi dei termini; in simboli

log, ¥ y= log, x- log, ).
La nota posta sopra vale anche in questo caso.

4) Dalle proprieta 2) e 3) deriva che il logaritmoudia potenza intera & uguale al prodotto dell'esgtergella potenza
per il logaritmo della base; in simboli
log, X" = n-log,x.

5) La proprieta 4) vale anche per una potenza comespe reale qualsiasi.

6) Cambiamento di base. Dalla definizione di logarisnba che:

log,. x = |Og_ax

O log b
Infatti posto y = log, x si ha, per definizionex = b’ e quindi:

log, x=log, b = ylog, b=( log X log b
da cui segue lipotesi.
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La proprieta 6) riveste un ruolo particolarment@amante, in quanto per il calcolo dei logaritmfasigeneralmente uso
di calcolatrici che in genere non permettono icold per qualunque base ma solo per la base 1®hask cosiddetta

naturale che é indicata dal numero di Nepezodefinito da

e=27182818..= Iim( }lj
n

n- +oo

>

Nella tabella vengono riportate alcune cifre déinpralori della successione
1+1
n
2
2,25

2,37037037037337
2,44140625
2,48832
2,52162637174211
2,54649969704071
2,56578451395034
2,5811747917132
2,5937424601

OO N |WIN|F-

[y
o

Per agevolare la scrittura dei logaritmi in baseel®ella base naturake si sottintende la base stessa scrivendo

semplicemente log e In rispettivamente.
Attenzione che alcuni autori utilizzano invece lefpg rispettivamente.

EQUAZIONI ESPONENZIALI

Si chiama equazione esponenziale una qualunqueiegedn cui I'incognita compare come esponente.

Alcuni esempi di equazioni e disequazioni:
1 X+1
(Ej = 4 52x—1 = 5x+2 2x = 5 4|:.D-DX+1 = 3@)«-3

Consideriamo per prime le equazioni riconducildlk forma

la cui soluzione si ottiene ponendo

Esempio 2

x+1
Risolvere I'equazion{zj =4,

X+1

-2
Per le proprieta delle potenze= 2 =(%j , quindi I'equazione pud essere scritta nella forr@gj =

ricava quindi I'equazionex+1=-2 da cui segue la soluzione=-3.

Esempio 3
Risolvere I'equazion&™ " = 52,
Si ha: 2x — 1 = x + 2; risolvendo si ha x = 3.

Consideriamo ora equazioni esponenziali ricondli@btipo:

m&' ) = Nt
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cona, b numeri reali diversi da 1 m, n numeri reali. Di norma tali equazioni si risolvooonfrontando i logaritmi in
una stessa base dei due membri. Normalmenteiszatlh base 18] o la base[®).
Noi utilizzeremo la prima notazione per dog3 € il logaritmo in base 10 di 3, mentie3 & il logaritmo naturale di 3

o logaritmo in base di 3.
Usando la base la soluzione dell'equazione si ottiene
In(m[ﬁf(x)) = In( an(x))

da cui segue I'equazione
Inm+ f(x) Ina= Inn+ ¢ ¥ Int

Esempio 6
Risolvere I'equazione” = 5.

Usando il logaritmo in basesi ha: xIn2=1n5, da cui la soluzion:e::n—g.
n

Esempio 7
Risolvere I'equazionet (5" = 313,
Passando al logaritmo in base 10 si ha:

In4+(x+1)In5=In3+( 2+ JIn 2

IN4+xIn5+In5=In 3+ XIn 2 3n 2
xIn5-2xIn2=In3+3n2In 4-In ¢

ricordando chdn4=1In2? = 2In 2, si ha:

xIn5-2xIn2=In3+ 3n2- 2n 21In ¢
xIn5-2xIn2=In3+In2-InE

X(IN5-2In2) =In3+In 2-In E
_In3+In2-In5
In5-2In 2

EQUAZIONI LOGARITMICHE

Chiamiamo equazione logaritmica una qualunque egu@zin cui l'incognita compare sotto il logaritmélcuni
esempi:

X+2

log, (3+ 2x) = 2log, x Iogz—lzl Iog]/z(x2 +2x) = log,,(7 x- 6)
X_
1 1 _ logx+5_2 __2
Elogx+—2Iog(3x+5)—1 Tog x+ 2 5(Iogx+5)— :

Per risolvere un’equazione logaritmica bisognaaercli ricondurla alla forma
log, f(x)=1log, g(%

. : _[f(x)>0
e, dopo aver verificato che esista la condizion
3(x)>0

la soluzione si ottiene risolvendo

N log,, xsi pud anche scrivere pit semplicemehtggx o logx
[°] Se per il logaritmo in base 10 si & utilizzdtogx allora per il logaritmo in basesi usalog x, se invece utilizza si
log x allora per la basesi usaln x (logaritmo naturale).
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Esempio 8
Risolvere I'equazionelog, (3+ 2x) = 2log, x.

3+2x> 0 x> -3
= 2
>0

Deve essere{ = x>0.

x>0

Per le proprieta dei logaritn®log, x= log, ¥, quindi 'equazione puo essere scritta nella forma

log, (3+2x) = log, X .
Si ricava I'equazione:
3+2x=%

da cui seguono le soluzioni=-1 e x=3. La soluzionex=-1 non & accettabile perché affinché I'equazione abbi
senso deve essere> 0.

Esempio 9

+
Risolvere I'equazionéog, x—i =1.

. X+2 .
Per prima cosa deve esseite—1 >0. Siricavax<-2ex>1.
X_

Ricordando chdog, 2 =1si ha:

X+2
Iogzﬁ =log,2

da cui segue

iz =2

x-1
risolvendo si ha:

XH22 X426, _x+4=0
x-1

quindi x=4. Dovendo essere< -2 e x > 1, la soluzione & accettabile.

Esempio 10
Risolvere 'equaziondog,, ( X+ 2x) = log,,(7x6).

Deve essere

<-2,x>
X2 +2x>0 X<-2,x>0 6
6 =  x>=
7x-6>0 X>—= 7
7
Si ha: X°+2x=7x-6
da cui segue x> -5x+6=0

le cui soluzioni sonox =2 e x=3.

Entrambe accettabili.
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Esempio 11

Risolvere I'equazion%log x+—; log(3x+5) = 1.

Innanzi tutto deve essere

x>0
x>0
{ = x>0

= 5
3X+5>0 x>—§

Per le proprieta dei logaritmi I'equazione di page pud essere scritta nella forma:

log+/x + log+/3x+ 5 = logl0
log/x(3x+5) = log10

da cui si ricava che deva essQfE(3x+ 5) =10. Elevando al quadrato e sviluppando i calcolissBR* + 5x—100= C.

Le soluzioni sono quindi :x = —2—3? e x=5.

X= —2—30 non & accettabile perché abbiamo dimostrato dfieglaé I'equazione abbia senso, deve esserd.

Esempio 12
Risolvere I’equazione!og—m——z(log X+ 5) -2 .
logx+2 5 5

Innanzi tutto si osserva che deve essere0; inoltre, essendo in presenza di una equaziotta ftalenominatore deva
anche essere diverso da zelog x+2# 0, ossia logx# -2 da cui sequex 2107 = 0,01. Riducendo allo stesso
denominatore si ottiene:

5log x+ 25— Zlog x+ §( log x+ 3 =~ 4 log % 2

Sviluppando i calcoli si ottiene:
2(log x) +7log x- 9= 0
che e un’equazione di secondo grado nell'incoghitax . Si pone quindiog x=t e si ottiene I'equazione di secondo

grado: 2t>+7t— 9= 0 le cui soluzioni sonot = —% et =1. Segue quindi che:

Iogx=—% e logx=1

29
Le soluzioni sono quindix =10 2 e x=10. Essendo positive sono entrambi accettabili.

| logaritmi possono essere utilizzati anche pexvise alcuni tipi di equazioni esponenziali.

Esempio 13
Risolvere I'equazionet,2* = 3 791, 23

L’equazione data pud essere scritta anche neHaa‘x}f% =3,75, ossia(%) =3,75

Utilizzando il logaritmo naturale si ha:
In(ﬂj =In3,75
23

xIn ﬂ =1In3,75
1,23
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_In375 _  In375
In[4’2j In4,2-1n1,23
1,23

=1,0763..

Esempio 14
Risolvere I'equazione’** =10.

Innanzi tutto deve essere> 0. Utilizzando il logaritmo in base 10 si hig X*** = logl0da cui (Iog x)2 =log® x=1

ovvero log x=#1.
Seguono le due soluzioni:

logx=-1 = x=10" -1

logx=1 = x=10.

Esempio 15
Risolvere I’equazione(& =X

Deve essere > 0. Utilizzando il logaritmo in basesi ha:

Inx™* = Invx*

da cui:

&Innglnx = («/_—gjlnxzo.

Per la legge dell'annullamento del prodotto, I'erjoae & soddisfatta per:

2
(«/_ —gj =0, ossia x =X7 da cui le due soluziormk =0 (non accettabile) &x =4 (accettabile) e

Inx=0, ossiax=1 (accettabile).

DISEQUAZIONI ESPONENZIALI E LOGARITMICHE

Vediamo, con qualche esempio, le disequazioni espoali e logaritmiche.
Chiameremo disequazione esponenziale una qualulisgguazione in cui I'incognita compare come esptmeAlcuni
esempi di disequazioni:

1

X+1
(EJ < 4 52x—1 > 5x+2 2x > 5 4|$x+1 < 3m2x+3

Chiameremo disequazione logaritmica una qualungseqdazione in cui l'incognita compare nell'argoncemlel
logaritmo. Alcuni esempi di disequazioni:

log, (3+ 2x) > 2log, X log,

X+2
1 |og%(x2+2>§< Iog%(Yx— 6)
Come per le equazioni, consideriamo innanzituttdidequazioni riconducibili alla forma

a s g99

Per ottenere la soluzione bisogna tener conto eHanzioni esponenziali sono crescenti @erle decrescenti per
O<a<1. Siha quindi:
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+ sea>1 la soluzione si ottiene risolvendo la dis&zjone f (x) > g(X)

+ seO<a<1 lasoluzione si ottiene risolvendo la disequagidr{x) < g( x).

Esempio 16

x+1
Risolvere I'equazion{zj <4,

x+1 -2
Per quanto visto nell'esempio 2 la disequazione gggere scritta nella formé:zj <(—2j . Essendo la base 1/2

compresa tra 0 e 1, la soluzione si ottiene dadleqiiazionex+1>-2da cui seguex > -3.

Esempio 17
Risolvere 'equazion&™ " > 52,

Si ha: 2x—1> x+ 2; risolvendo si hax=>3.

Nel caso di disequazioni del tipo

m[af(x) > n[tf(x)
(cona, b numeri reali diversi da 1 m, n numeri reali), si pud procedere come per le equizima bisogna tener conto
che se la base dei logaritmi € maggiore di 1 allarfunzione logaritmica cresce, se invece & cos®ptea 0 e 1 la

funzione decresce. Se si sceglie pero la base laObase naturale allora il problema non sussiste e la soluzione si
ottiene risolvendo la disequazione:

Iog(mEaf(x)) > Iog( rDB(X)) 0 In(mEaf(x)) > In( nEtP(X))

da cui segue:

logm+ f(X) loga> logrr ¢ X logl o Inm+ f(X) Ina> Inn+ o ¥ Ink

Esempio 18
Risolvere la disequazione€* >5. Utilizzando i logaritmi nella base naturale si:hxIn2>In5, da cui la

. In5
soluzionex > —.
In2

Esempio 19
Risolvere I'equazionet (5 < 31",
Passando al logaritmo in base 10 si ha:

In4+(x+1)In5<In3+( 2+ JIn =

IN4+xIn5+In5<In 3+ XIn 2+ 3n
xIN5-2xIn2<In3+ 3n 2-In 4 In

r™ NN

ricordando chdn4=1In2? = 2In 2, si ha:

xIn5-2xIn2<In3+ 3n2- 2n 21In !
xIn5-2xIn2<In3+In2-In &
x(In5-2In2) <In3+In 2-In &
<In3+|n2—|n5
IN5-2In 2

Esempio 20
Consideriamo la disequazio®* - 27(B + 50< C.
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In questo caso, ricordando le proprieta delle pmda disequazione si puo scrivere nella forma:
(5)" - 2705+ 50< C.

Ponendo quindb* =t la disequazione data si riconduce ad una diséznmdi secondo grado tn
t?-2700+50< C

la cui soluzione € data da2<t< 25, ovvero 2<5 <25
Quest'ultima catena di disuguaglianze conducesatisia di disequazioni:

2<% len_z In2
« < o5 jr— In5 = ESXSZ.
o< X<2

Esempio 20
Risolvere la disequazione

1
(3sz 3( Bjx_l
= > = .
2 2\ 27

Ricordando le proprieta delle potenze la disequezfmuo essere scritta nella forma
x— -3 -5 x-1 1+
B = BT
= >—| | — j— — > —
2 2|\ 2 2 2

—1<x<1,x> 3.
2

da cui segue:

Esempio 21
Risolvere la disequazione

log, (3+ 2x) > 2log, .

Deve essere

3
3+2x>0 x>
x>0 x>0
log, (3+ 2x) > 2log, x 3+2x> X

da cui segue
0<x<3.
Esempio 22
Risolvere la disequazione
X+2
Iogz—_l >1
Deve essere
X+2 >0 X+2 0
x-1 x-1
X+2 X+2
log,—— >log, 2 —>2
9, -1 9, 1
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. X+2 . . .
basta risolvere ——>2 la cui soluzione & 1<x<4.

Esempio 23
Risolvere la disequazione

Iogl(x2+2>§< log, (7 x-6).

Deve essere
x> +2x>0
7x-6>0
X2 +2x>7x- 6

da cui segue:

S<x<2 e x>3.

Esempio 24
Risolvere la disequazione

2
1 1
{Iogoys( x+;ﬂ - Iogo,s[ x+;j—12> 0.

x+1>0
X

2
1 1
{Iogoys( x+;ﬂ - Iogovs( x+;) -12>0

X2 +1
X

La soluzione si ottiene risolvendo il sistem

La prima disequazione da:

x+l>0 >0 = x>0.
X

Per risolvere la seconda disequazione poniarhe Iogos(x+— . Otteniamo la disequazione di secondo grado:
' X

t?-t-12>0

che risolta da: t<-3 e t>4.
Risostituendo otteniamo

1 1
Iogoys(x+;j <-3 e Iogoys(x+;j >4

3 )
. . . 1 (1 . X —8x+1 : , .
La prima conduce alla disequazionet— > > da cui segue—————=>0 la cui soluzione e
X X
0< X< 4-+/15x> 4++/15.
1 (1Y) . 16x7 - x+16 . NN
La seconda conduce a+= < > da cui segue——— <0 la cui soluzione & <0.
X X

La soluzione della seconda disequazione € quindi0 e 0<x< 4-/15x> 4++/15.
La soluzione del sistema e quindi della disequaziirpartenza e

0< x< 4-+/15,x> 4++/15.
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ESERCIZI

1) log,(x+2)+ log,( x-2)> log,(2x-1) x>3
2) Iog4(log4 ><2)s0 -2<x<-1, 1<x< 2
3) log, x>1- log,( x-1) x> 2
4) Iogg(x2—5x+6)< log,( x- 4) nessuna soluzione
5) Iogg(Z X) < log,(2+ x) - logy( x+1) -1<x<0, 0<x<2
6) %(Xz 4)<0 x<—/5, x>+/5
7) %(Xz %> 'O,z x+1) 1-J2<x<0, 1<x< ¥+ z
8) log, (3- ) > log, (2 x+ 6) “1<x<3
3 3
9 log, x—4(log, ¥ 0 >
1-v/x-1
2
10 o951 —2<x<=Z
) (1-%) <3 3
1 227,05 (> 3n3=din 2
3t 3™ 2In3-In2
2X _ +1
17) 27827 +8., x<1, x>2
3-X
2 x-1
R
13) (3) <0 1<x<g
\/_ 3/2x—1
Iogz(x2 1)
14) X+3 —£<x<—1, 1< x<£, x> &
log,| =~ 2 2
3
Inx-2
15 <0 S x< €&
) vJInx+3 e =X
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SOLUZIONI

1) log,( x+2) + log,( x-2) > log,( 2% 1)

X+25>0 X>-2 X>-2
X=2>0 X>2 x> 2
X>3
2x-1>0 = x>% x>% =
(x+2)(x-2)>2x-1 W —2%-3>0 x<-1 x> 3
2) Iog4(log4 x2)50
x>0 Ox#0
= ) —2<x<-1 1<x< 2
O<log, ¥ <1 1<x*<4
3) log, x>1- log,( x-1)
x>0 x>0
log, x+ log,( x-1) > log,2 = x-1>0 x>1 = x>2
x(x-1)>2 x<-1, x>2
4) Iog3( X —5x+ 6) < logy( x-4)
X* =5x+6>0 x<2, x>3

X-4>0 = xX>4
X2 =5x+6< x—4 x> -6x+10< 0

5) log,(2- X) < log,(2+ X) - logy( x+ 1)

nessuna soluzione in quanto—6x+10< 0 non & mai soddisfatta.

2-x>0 x<2

log,(2- X+ log,( x+1) < log(2+ X = x+1>0 - et -1<x<0, 0<x<?2
2+x>0 X>-2
(2-x)(x+1) > 2+ x x> >0

6) Iogi(x2—4)<0

4

xX2—-4>0
X*-4>1

7) Iogé(xz— >§> log, ( x+1)

= x-5>0 = x<-/5, x>5

x> =x>0 x<0, x>1
X+1>0 = x>-1 =
X* = X< x+1 1-J2<x<1+/2

8) log, (3~ X) > log, (2 x+ 6)

3 3

1—\/§<x< 0, I x< 1+J_z

3-x>0 x<3
2x+6>0 = X>-3 = -1<x<3
3-X<2x+6 Xx>-1
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log, x—4( log, X)

%) 1-/x-1

>0

E una disequazione fratta, quindi si deve studihreegno del numeratore e del denominatore. Pengrtosa

_log, x _log, x_1

osserviamo che log, x= Iogzx Riscriviamo quindi la disequazione nella forma:

log, 4 2
log, x—2 log, x log, x .. log, x
=- >0 e quindi—2=+<0
1-vx-1 1-+/x-1 1
Studiamo quindi il segno del numeratore e del denatore.
Numeratore

log, x>0 perx>1
log, x<Oper 0<x<1
log, x=0per x=1
Denominatore

x-1=0 x=1
1—\/x—1>0per\/x—1<1dacuisegu{ 1<1 = {x<2 = 1lsx<2

x-1=20 x=1
1-4/x-1< 0 per vx-1>1 da cui segu = = x>2
x-1>1 X>2

Riassumendo

0
N AR - 0 + | +
D Ja A | + 0 -

N/D 7 JA 0 + A -

la disequazione € soddisfatta per 2

10) (1- X" <3

Osserviamo innanzitutto che deve esdefex > 0 da cui seguex<1.
Passando al logaritmo in base 3 in entrambi i mesilha;

Iogs[(l— x)'ogz@} <logV3 = [log,(1- %] <1

in quanto

|093|:(1 X } (1og, V1= X)[ logy(1- ¥]= [ log(1- }[ log( 1 }z—;[ log(+ X°

Iog3\/§ log, 32 = Iog33=%.

Si ha quindi-1< Iog3(1— x) <1 da cui segue

2
log,(1- X)>-1 -x>3* <=
{ 9 (1~ = {1 x>3 = 3 = _2<x<?2.
log, (1~ ¥) <1 1-x<3 «> 2 3
11 )3 D?ll 671
3 3
1
Utilizzando le proprieta delle potenze, I'espressicsi pud scrivere nella forma8™ D?l*”*l>[ 61] =
3)(

X X )2 x 1 x-1 2 x—3 X
3*'1E22>(23X—EB] - Fm@s2m - S T o 3epTesy
22 [®?
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Passando al logaritmo natural%x—gjln3+(2—gjln 2>0 = xln3—gln3+ 2In 2—§In 2> 0

3In3-4In 2
b

2xIn3-3IN3+ 4n 2-xin2> ¢ =  x(2IN3-In2)>3n3- 4n 2 .
2In3-In 2

22>< _3@X+1+ 8>
3-X

12) 0

E una disequazione fratta, quindi si deve studia@gno del numeratore e del denominatore.
Numeratore

22 -3[P*'+ 8= 2*- @12+ & Ponendo 2=t al numeratore si deve studiare il segnad’di 6t + 8. Risulta:
t? -6t +8< 0 per 2<t < 4 da cui segue < 2* < 4 e quindil< x< 2

t°-6t+8>0pert<2 et>4 dacuisegue®* <2 e 2* >4 e quindix<lex>2
t°-6t+8=0pert=2et=4 dacuisegue* =2 e 2*=4equindix=1e x=2
Denominatore

3-x>0 perx<3

3-x<0 perx>3

3-x=0 perx=3

Riassumendo

1 2 3

N + 0 - 0 + | +
D + | + | + 0 -
N/D + 0 - 0 + ja -

la disequazione € soddisfatta pex1, 2<x<3

x-1
) -
3 <0

13)

Ancora una disequazione fratta.
Numeratore

2><—1 2><—1
(5) —1>0per(§j >1 = x-1<0 = x<1
2><—1 2><—1
(5) —1<Oper(§j <l = x-1>0 = x>1

x-1 x-1
(gj —1=Oper(gj =1 = x-1=0 = x=1
3 3

Denominatore

1 x-1 1 x-1 _
Z-¥2750 = 22-23 30 = 2228 = X1,

2 3

V2-J2i<0 = x>g

G-¥27=0 = x=g

Riassumendo

1 5/2

N + 0 — | —
D + | + 0 —
N/D + 0 — ﬂ +
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la disequazione € soddisfatta det x < g .

Iogz(x2—1)+2

log, (X;?’j—l

14) >0

E una disequazione fratta, bisogna studiare ilseghnumeratore e del denominatore

Numeratore
x*-1)>0
Iogz(x2—1)+2>0perlogz(x2—1)>—2dacw( ) = (x2—1)>2’2 = x<—£ex>£
(x*-1)>27 2 2
x*-1)>0
Iogz(x2—1)+2<0perlogz(x2—1)<—2dacw( ) = —£<x<—1e1<x<£
(x2 1)< 22 2 2
2 2 . 5 5
Iogz(x —1)+2=0 perlogz(x —1):—2 da cui x=—7 ex=7
Denominatore
+3 X+3 &3>0 +3
Iogz(X j1>0perlogz[ j>1dacw 3 X >2 = x>3
3 3 x+3>2 3
+3 +3 250 3
Iogz(X j1<0perlogz[ j<1dacw O<X—<2 = 0<x+3<6 = -3<x<3
3 3 x+3<2 3
3
Iogz(X 3) 1=0per|ogz[i3j=1 da cui iB=2 = Xx=3
3 3 3
Riassumendo
3 . 1 5 3
2 2
N |+ o0 AASH - 0 4 .
D A A - 1 - 1 -1- 1 - 0 =+
N/D Ja n - o +A4 A0 + 0 -4 o+

NG

la disequazione é soddisfatta pe% <x<-1, 1< x< -

15) |n><_—st

JInx+3

~

X> &

Ancora una disequazione fratta.
Numeratore:

x>0
Inx=2>0 per Inx>2 equindi{ da cui x> €&
x> €

<&

x>0
INnx=2<0 per Inx>2 equindi{ dacui 0<x<é€
X

Inx-2=0 per Inx=2 e quindi x=¢
Denominatore, quando esiste &€ sempre positivolo nul

x>0
JInx+3 =0 per {I
nx

x>0
e quindi { _, dacui x2
>-3

X=e

e*3
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Riassumendo

N ja

InYinS[=
=N
O | —
T
- | O
+ |+

D ja

N/D Ja ja

~
~
I
o
+

la disequazione & soddisfatta per < x< €

NOTE BIBLIOGRAFICHE

Per approfondimenti sul concetto di insieme e sulazioni si rimanda ad un qualunque testo detrb@della scuola
media superiore; gli altri argomenti sono tratieti testi del triennio delle scuole medie superima in quelli dei Licei
Scientifici sono generalmente piu completi.
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