Laurea triennale in Fisica
a.a. 2016 - 2017

Universita di Camerino

1336

CORSO DI ASTRONOMIA

LEZIONE 5



Calendario delle lezioni teoriche

1) martedi 11 aprile

2) mercoledi 19 aprile

3) mercoledi 26 aprile

4) mercoledi 3 maggio

5) martedi 9 maggio

6) mercoledi 10 maggio

7y martedi-16-maggio 7) mercoledi 17 maggio
8) mercoledi 17 maggio— 8) martedi 23 maggio

9) mercoledi 24 maggio
10) mercoledi 31 maggio
11) mercoledi 7 giugno
12) mercoledi 14 giugno
13) martedi 20 giugno

14) Serata all’Osservatorio da definire



L'orbita nello spazio

inclinazione orbitalle i e 'angolo tra il piano orbitale e il pianax{, x,), cioe tra il
vettore momento angolatee I'assex;.

la longitudine del nodo ascendente e )
'angolo tra l'assex, e la linea dei nodi » ,
(intersezione del piano orbitale con il piano
(X4, X,), misurato sul pianoxg, X,) in senso

diretto (antiorario), dall'assex, al nodo
ascenden (puntcin cui il pianet: attravers
il piano (x;, X,) passando da valori negativi
valori positivi dix,);

I'argomento diel perielio o e
I'angolo tra la linea dei nodi e |
linea degli apsidi, misurato sul piano
orbitale in senso diretto, dal nod
ascendente alla direzione de
perielio.

Al posto diw a volte si usa ldongitudine del perielio @ =Q + .



L'orbita nello spazio

Nell’'uso tradizionale:

e vengono chiamati anomalie gli angoli misurati nel pianoitatb a partire dalla
linea degli apsidi (direzione del perielio);

e vengono chiamati argomenti gli angoli misurati nel pianoitale a partire dalla
linee dei nodi (nodc ascendents,

e vengono chiamati longitudini gli angoli misurati nel piafomdamentalex, x,)
del sistema di riferimento inerziale a partire dall’'aggeanche quando (come
nel caso della longitudine del perielio) I'angolo sia in lteaformato dalla
somma di piu termini, di cui solo il primo e misurato a partadl’assex,.



| parametri orbitali

L'orbita di un pianeta puo essere specificata pezxzuo dei sei elementi kepleriani
a el o Q M.

Hodo

aededescrivono la forma e discendente

o

le dimensioni dell’orbita;

I, ®, eQ dannc

I'orientazione del piano \ L8
. . . - 4 Arguml.?nt.n
orbitale nel sistema di _ del perielio

>

Punto
vernale

riferimento usato;

M indica la posizione del
pianeta lungo l'orbita a un
certo istante di tempo.

Nodo
ascendente



| parametri orbitali

E un altro modo di
specificare le coordinats aiscengente
del pianeta, alternativo '
rispetto alle sei
componenti dei vettori e
V, ma equivalente, tan
che tra le due
rappresentazioni esiste
una corrispondenza
biunivoca.

Argomento
del perielio

>

Punto
vernale

inclinazione

Nodo
ascendente



| parametri orbitali

| sei elementi orbitali kepleriani non sono benimé@fper orbite di
eccentricita e/o inclinazione prossime a zero.

la longitudine del nod® e 'argomento del perielio risultano
iIndeterminati per = 0;

I'argomento del perielio e 'anomalia media M sono indeterminati |
e=0.

La trasformazione di coordinate da elementi keglera vettori posizione e
velocita e localmente non invertibile nell'intordoi = 0,e= 0, cioe la
matrice jacobiana della trasformazione e singolare



| parametri orbitali

Per eliminare cio;

poiché le direzioni della linea dei nodi e del pkoi sono indeterminate per 0,e= 0,
occorre evitare di usare angoli che siano defengartire da tali direzioni; in
particolare, 'argomento del periekoe le anomalie (medisl ed eccentric&) vanno
sostituiti dalle corrispondenbngitudini

longitudine al perielio w=Q+w
longitudine medie L=M+w
longitudine eccentrica F=E @

le coppie di variabili di tipo “polare™gm) e (,£2) vanno sostituite con le corrispondenti
variabili “cartesiane”

h=esewm Kk=ecoso

P= tan'z seld) Q= tan'z cox)



| parametri orbitali

Con gueste sostituzioni I'equazione di Keplero peela forma

L =F +hcos F- ksenl



Determinazione
ol un‘orbita ellittica
0la tre osservaziond




Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Vedremo come determinare i parametri orbitali di un corpo celeste, e quindi una
effemeride, da tre osservazioni.

Ci riferiremo ad un pianeta in orbita intorno al sole.

Il problema e complicato per due ragioni:

1) le osservazioni sono fatte dalla Terra (geocentriche)

2) puo essere determinata facilmente solo la posizione del corpo sulla sfera
celeste (due angoli), mentre la sua distanza e sconosciuta.

Poiché gli elementi orbitali sono 6, sono necessarie 6 equazioni indipendenti e
quindi tre osservazioni effettuate in tre tempi diversi t;, t,, t;, che daranno, in
genere, ascensione retta a e declinazione 6 del corpo.

Si e vista qual e la forma delle orbite nel problema dei due corpi, ora vedremo
come collegare l'orbita alle osservazioni.

Dapprima dalla conoscenza degli elementi orbitali determineremo la posizione
del corpo celeste (effemeridi) e quindi determineremo gli elementi orbitali dalle
osservazioni.



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Supponiamo di conoscere:

a; =a(t) 5, =3( )
[1] a, =a(t) 5,=3( )
a3 =0 (ty) 53=3( &)

Esse definiranno un sistema di 6 equazioni difficile da risolvere anche per la
presenza dell’equazione di Keplero.

Si ricorre a un procedimento numerico.

Questo problema ebbe grande importanza tra la fine del XVIII secolo e gli inizi
del XIX: anni in cui si passo dalla scoperta di Urano (1781) a quella del primo
asteroide (Cerere, 1801) poi via via a molti altri. || problema occupo pertanto |
maggiori astronomi e matematici del tempo, e la soluzione piu completa e
generale fu data da Gauss e pubblicata nel 1809 nel classico libro Theoria
motus corporum coelestium ...



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Sebbene oggi la soluzione di questo problema e enormemente facilitata
dall'uso del computer, i metodi sviluppati allora ne costituiscono la base, ed e
percio utile conoscerne almeno le linee generali.

Un metodo frequentemente usato in questi casi e quello per approssimazioni
successive.

Presentiamo il procedimento di Laplace, che e piu semplice, ma e applicabile
solo nei casi in cui i tre istanti t, t,, t; siano vicini ed equidistanti.

Il metodo di Gauss e decisamente piu complesso, ma di applicazione generale
e convergenza assai rapida ed e guello piu utilizzato.

lllustreremo solo il caso di orbite ellittiche.



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

P; indicano le posizioni geocentriche del Sole
nei tre istanti di osservazione (i=1, 2, 3);

: . . Temra Pianeta
guesti vettori si suppongono noti in quanto S
ricavabili dalle effemeridi del Sole (che danno ST
anche le coordinate cartesiane); N,
p / /
U. indicano le direzioni geocentriche ﬁ / =

dell'oggetto in esame, ricavabili ﬂ/
Immediatamente dalle coordinate (angolari) /

: V" Sole
osservate;

r'. = ‘r'i ‘ sono le distanze geocentriche, che non si ottengono
direttamente dalle osservazioni, ma si troveranno come risultato

secondario del calcolo;

I (posizioni eliocentriche) sono le incognite principali del problema.



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Suppomamo che le¢ tre osservazioni siano state fatte m tempi abbastanza vicini: ¢10 permettera di
ottenere senza troppo errore 1 valori della velocitd ¢ dell’'accelerazione, trascurando infinitesimi di

ordine superiore al secondo nel tempo. Per la stessa ragione, invece di p,, p, . p, consideriamo noti

p. p. p (posizione, velocitd e accelerazione, del Sole, ¢ quindi della Terra, ad un istante 1),
anch'essi ricavabili dalle effemeridi
Pomamo t, -t =t, —t, = /i, essendo gl 1stant1 viemni possiamo effettuare uno sviluppo in serie di

Taylor di w, ¢ wu mtorno a u, avremo:
u, =u2—ﬁ2ﬂi+%ﬁgﬁr2+a(ﬁr3)
u, =u, +ﬁ2ﬂr+%ﬁzﬁrz +o[ A7)
dalle quali, sommando ¢ sottraendo membro a membro s1 ricava

w=—2 1 i, =
2 23"_"".1' 2 J."_"'.Irz




Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

[Da cid siricava che possiamo supporre noti w, n, u. I problema sara risolto non appena avremo
trovator er.

In relazione alla figura procediamo come segue: derivando due volte rispetto al tempo la relazione
[2] ra=p+r

dapprima ottemamo
ra+r’a=p+r
¢ mfine

Fla+2ra+ra=p+r.
Da quest’ultima, utilizzando I’¢quazione del moto nella forma r = —kz% , dove | = G(M+m) &
r

la costante di Gauss, si ha:

r

[3] Flu+2ia4+ rii=p-k >

ponendo ancora r = r‘u—p nella [3] nmangono come incognite ', 7 e 7',



La costante di Gauss

La costante di Gauss e il valore assunto dalla costante di gravitazione
universale in unita riferite al sistema solare piuttosto che in unita del sistema
Internazionale.

Tale costante consente il calcolo del moto planetario pur essendo ignote le
dimensioni del sistema solare o la massa dei pianeti in unita del Sistema
Internazionale.

Gauss utilizzo le seguenti unita:
lunghezza A: unita astronomica,
tempo D: giorno solare medio,
massa S: massa solare.

Dalla terza legge di Keplero applicata al moto della terra, Gauss determino per
la costante il valore

k =0,01720209895 A3%? S-12 D1,



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Per e¢himinare due di queste s1 moltiplica scalarmente la [3] per il vettore v =uxu che, essendo
perpendicolare sia a w che a o nducela[3] a

[4] r’[ii-vjl=ii-v—%(r-v:l

Moltiplicando scalarmente per v anche la [2], s1 ha:

r’liu-vjl=p-v+r-v::>p-v+r-v=[}:}p-v=—r-v
Sostituendo nella [4] s1 ricava ha

5 A .




Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

A questo punto potremmo sostituire la [5] nella [2], ma I equazione che si ottiene non si risolve con

metodi elementari. Conviene allora procedere per iterazione. Se il pianeta ¢ abbastanza lontano dal

1

Sole, r ¢ grande ¢ nella [5] il termine proporzionale a — ¢ trascurabile rispetto al resto. 51 ricava
r

cosi un valore r', di r* ¢ anche r',. Dalla [2] s1 trovera 1l corrispondente valore ¥, =" u—p che

posto nella [5] al posto di r, ¢1 di una seconda approssimazione r', di r'. Iterando 1l procedimento

questo converge (se r & grande) ¢ fornisce r (e anche r') all’1stante t;.

Per trovare r partiamo dalla [3], moltiplicando scalarmente per o abbiamo

Frlua)+27 (wa)+r {da)= [ﬁ'ﬁ)—f_j[r u)

27 faf + r'[ii-lijl=|:ij-1ij+;;—j|:p-1i)

essendo (m-u)=0 in quanto U & un versore.
Da questa si ricava 7'. Infine, dalla derivata prima della [2], ricaviamo r=7"u+r'u—p ¢ quindi
resta determinato r .



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Come abbiamo detto i vettorire [ sono equivalenti ai sei parametri
kepleriani.

Vediamo come passare dalla coordinate cartesiane ora ottenute agli
elementi kepleriani a, e, I, w, Q, e M. i3




Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Caleoliamo il vettore h =L/ (proporzionale al momento angolare L)

=54 5

6] h=
L

le cui componenti nel sistema di riferimento inerziale sono:

i, = heenClseni
i, = —heos Qsent
i, =hcosi

I’inclinazione orbitale ; ¢ la longitudine del nodo O possono essere calcolate da:

i

o581 = —

[7] i
I

SEMI =




Determinazione di un’orbita ellittica da tre

osservazionl
casll=— "
iR
8
o tem' = A
| o+
Il semiasse maggiore ¢ si ricava da:
o) 12 7
a r W

S1 pud dimostrare che 1l modulo del vettore di Laplace-Runge-Lend, definito da

<
[10] ot T
[T

altro non & che I’eccentricita ¢ dell’ orbita.



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

In meccanica classica, il vettore di Laplace-Runge-Lenz e un vettore utilizzato
per descrivere la forma e l'orientazione dell'orbita di un corpo celeste attorno ad
un altro, come nel caso della rivoluzione di un pianeta attorno al sole.

Per due corpi interagenti secondo la gravita Newtoniana, il vettore di Lenz e
una costante del moto, nel senso che esso, per una data orbita, conserva il suo
aspetto indipendentemente dal punto o dal momento in cui esso venga
calcolato; si puo anche dire che il vettore si conserva durante il moto.

Piu in generale, il vettore risulta conservato in tutti i problemi in cui due corpi
Interagiscono mediante una forza centrale che varia secondo la legge

dell'inverso del quadrato delle distanza.
€

2
Il vettore di Lenz, giace sul piano dell’orbita r
ed e diretto parallelamente alla linea degli 1 , .
apsidi dall’afelio verso il perielio. = ir g, ~ 3
-S4




Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

- g . h
Moltiplicando  sgealarmente la  [10] per rsi ha er=ercosB= -r—E-r, ma
1L r
.'I'IE
(txh)-r=r-(txh)=(rxt)-h=h-h=k" ¢ r-r=r°, per cui : ercosB=——r; da cid segue
1L
R . . h
r(l1+¢cosB)=— e quindi I'equazione dell’orbita r= Ju :
LL I:1+e=r:.::'SE|j

11 semiasse maggiore ¢ quindi dato da:

2
p_ B

11 = = )
[ ] 1—e® 1-—¢°

Inoltre 1l versore della linea dei nodi

b cos Ll
[12] k =x,x = sernll
0

(x, €1l versore dell’asse x3); I'argomento del periclio w € I'angolo compreso tra 1 vettor1 k ¢ e,

quindi 1l suo coseno ¢ uguale al prodotto scalare dei due versori, mentre il suo seno ¢ uguale alla
proiezione del loro prodotto vettoriale lungo la direzione del momento angolare:



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

[12] Cos = ke SEHEﬂ:[kKEJ'[EJ
e & h

Per I’anomalia vera v, essendo ’angolo compreso tra la linea degli apsidi e ¢ il vettore posizione
r ., quindi

[12] cosv ="t SERV = [ﬂj : [I—IJ
er er A

mfine dall’ anomalia vera s1 ricava I’anomalia ¢ccentrica £

[13] tah — =, [—— tar —

¢ da questa I’anomalia media M utilizzando I’ equazione di Keplero:

[14] M= FE—ezenk.



Determinazione di un’orbita ellittica da tre
osservazionl

Per applicare questo metodo occorrera sempre controllare a posteriori la
validita delle ipotesi semplificative che si sono fatte.

Questo procedimento o altri simili sono utili guando avviene la scoperta di
un oggetto celeste (generalmente un nuovo asteroide o cometa) e, non
avendo altre informazioni, con tre misure di posizione si riesce a stimare |
parametri orbitali.

Quando I'oggetto continua ad essere osservato e si accumula un gran
numero di osservazioni, un modo molto comune di affrontare il problema e
guello dei minimi quadrati.



Aspetto del piane



Aspetto del pianeti

Congiunzione superiore

massima\elongazione massima efongazion
mrianta!ao ® . Oaccidem e
Congiunzione

Nferfo:%
S~ y

by £ Quadratura
Dccidemaluﬂ/

---------- @

e — e

Cpposizione



Aspetto del pianeti

L'osservatore terrestre deve poi distinguere trenge orbitale siderale e periodo
apparente geocentrico (o sinodico), che e evidasri@rinfluenzato dalla
rivoluzione annua.

27T 2TT

P. =

Sin

n +n Rin

il segno + vale per un pianeta interno, il segno — per uno esterno



Legge di Titius e Bode

4+n
10

ah:

conn=0, 3,6, 12, 24, 48, 96 ...

Johann Daniel Titius Johann Elert Bode

(1729 — 1796) (1747 — 1826)
Matematicamente e equivalente -
0 Mercurio 0,387
a = O,4+ O,3|:|2 3 0,7 Venere 0,723
6 1 Terra 1
conn=-0,0,1,2,3,4,5,6 ...
12 1,6 Marte 1,524
La legge fu scopertanel 1741 da o4 28
Wolf e riscoperta da Titius nel 1772. 4 52 Giove 5,203
E’ nota per 'opera di divulgazione o4 10 Saturo 9.539
di Bode, che nel 1778 ne hadato 19.6 p— 19 18

una formulazione matematica. - ., 38.8 Nettuno 30,06



Legge di Titius e Bode

a = (22n—2+1)

Wl

Conn =1 per Mercurion = 2 per Veneren = 3 Terranh = 5 la fascia degli Asteroidi,
etc.

a, =153

= —2 Mercurio, n = -1 Venere, n = 0 Terra, nMdrte, per n =2 e n = 3 si hanno due
famiglie di asteroidi, n = 4 Giove, n =5 Saturng; 6 Urano, mancan=7,n=38
Nettuno, n = 9 Plutone.

Una formulazione piu generale € la seguente:
—_ n
a =1, K

una progressione geometrica, con K epgportune costanti



Il prololema
cel tre corpl



Il problema del tre corpi

DEFINIZIONE DEL PROBLEMA:
Tre masse puntiformi, libere di muoversi nello spazio, si attraggono reciprocamente
secondo la legge newtoniana di gravitazione. Si chiede di determinarne il
movimento per qualunque configurazione e velocita iniziale.

In Meccanici Celest il problem: dei tre corpi si present come lo schem. piu natural¢ in
cui inquadrare, almeno in prima approssimazione, problemi quali:

- i moto dei pianeti interni all’orbita di Giove (Mercurio, Vengierra, Marte)
- i moto degli asteroidi quando si tenga conto dell’azione di Giove 8ale|

- i moto degli oggetti transnettuniani,

- i moto della Luna,

- la dinamica della navicelle spaziali.



Il problema del tre corpi

Consideriamo tre corpi di masse rispettivamamtam,, m; posti in un sistema di
riferimento inerziale e sottoposti alla mutua attrazione graomnale.
Le equazioni di moto sono:

a
( (
.~ M m m
ryz m mlrl_G 3 r12+ 3 [ 13
fm, . NEREY. 13
23 . _A[mm mm
ry ) erZ:G 3 [ o3~ 3 P
. T3 \_ '23 12
3
Im;
3 3 23 3 13
O ¥ [53 l13




Il problema del tre corpi

La somma delle tre equazioni fornisce informazioni sul centro dsadel sistema.

mr,+my,+ =0
Integrando due volte si ottiene:

mry+my,+ =X "tk "

Dovek’ ek” sono due vettori costati. Indicando denl vettore rappresentativo della
posizione del centro di massa e &dita massa totale del sistema si ha:

MR =K't +k"

Che definisce il primo integrale dell’equazione di moto.



Il problema del tre corpi

Consideriamo ora il momento angolare totale del sistema:

z
3
—_— * r I
Ltot_zrieri m e
=1

La derivata prima rispetto al tempo da: ry 12

d( . ° .
dat Z"ixmfi :Zri M =
1= 1=1

m
=G mlgrk(rl_rz)xr12"'mZ (z_r 3)]( 23+ﬁr( ol 3)'>< 13:0

3
r.12 r23 r 13

In quanto tutti i prodotti vettoriali sono tra vettori paralleli.

Questa fornisce il secondo integrale del moto e puo essere vistacasmspecifico della
conservazione del momento angolare per sistemi isolati in campalcent



Il problema del tre corpi

C’e infine la conservazione dell’'energia

(mP+me+meg)

E:—G[mlrrk+mzma+ n}ng]+%

r-12 If23 r 13

che costituisce un terzo integrale dell’equazione di moto.



Il problema del tre corpi

Le equazioni del moto sono quindi tre equazioni differenziali del secondeeordi
due vettoriali e una scalare.
Per la loro soluzione sono quindi necessari 14 parametri.
Dalla conoscenza & ek” si ottengono sei parametri, altri tre si ottengono dalla
conoscenza del momento angolare e solo uno dall’energia, per un totale di 10
parametri.

Da cio si ricava che il sistema non é risolubile in modo analitic

Il problema si risolve 0 con integrazioni numeriche o sotto opportuner@sir



Problema dei tre corpi ristretto

Il problema ristretto del tre corpi € quello in cui un corpo ha massa trascurabile rispetto agli altri
due (ad esempio Sole-Giove-Asteroide, Terra-Luna-Satellifeizie)
SianoM, e M, le masse dei primarimla massa del terzo corpo; si ma<<M, e

m<<M,.

Sia inoltrea, il vettore daM, aM, che consideriamo costante (moto circolare uniforme)

Se ci poniamo in un riferimento inerziale di origine nel centro disa@, i corpi maggiori

ruotano con velocita angolangdata da

pay, = G( M+ M,)

n, € il vettore di modulm, perpendicolare al piano orbitaleldi e M,.

m
/ /Z*\HRE
I
!

AN

G \Y



Problema dei tre corpi ristretto

Se invece ci mettiamo in un riferimento rotante con velogjtena sempre con origine nel centro
di massa, i corpi principali sono fissi.

Ci limiteremo a fare alcune considerazioni sul moto del corpo ssanaa partire dall'integrale
dell'energia.

In un riferimento inerziale si conserverebbe la somma dell’eneirggdica e di quella potenzie
K+ U data da

Ml MZ
+
R R

E=K+U :%m\r'\z—G



Problema dei tre corpi ristretto

Poiché il nostro riferimento non € inerziale occorre introdurrertleefapparenti, ma l'integrale
dell’energia vale ancora solo se queste forze sono conservative.

La forza di Coriolis chiaramente non influisce essendo
fo,, =—2MM X1

& perpendicolare & e quindi a lavoro nullo e non alteranidml@nergetico. La forza
centrifugafC dipende invece solo Ha , quindi e conservatisue potenziale

c

U :—%m\noxr\z

L'integrale dell’energia e quindi

i -G
2

M, M,) 1 .
R RS2

Dettol ntegrale di Jacobi




Superfici di Hill

—Gm(M1+M2)—% mng xr|” = E—% i |*< E

Questa disequazione ci da delle limitazionr saio

permette di individuare delle regioni dello spazio in M M 1 > E
cui la massan pud muoversi e altre che le sono—G L+ = ——\no X I“ - —
precluse. Se poniamé  , diventa R R 2 M
La soluzione dell’equazione
permette di individuare le superf £ L. M L M, L. x
che separano le zone permesse « . | |
zone precluse al moto dellamas | = ™ w
m E, A\ — 7ty
E, \ .- g
Tali superfici si chiamauperfici di ' \ /’ L
Hill, | “\\
Le superfici di Hill sono i punti | ./ \I
dello spazio in cui la velocita dié \ ¥ I |
nulla i




Superfici di Hill

Le sezioni delle superfici di Hill
per diversi valori di E (E, ...,
E- in ordine crescente) nel
piano che contiene M; e M,
perpendicolare a n,,.




Hill




Stera di Hill

La sfera di Hill e la sfera di influenza gravitazionale di arpo celeste rispetto alle
perturbazioni di un altro corpo, di massa maggiore, attorno al qualedss.

E la pit grande sfera, centrata sul secondo corpo, all'internaydaliala somma delle
forze gravitazionali e sempre orientata verso il secondo corpo.

Un terzo corpo piu piccolo puo orbitare intorno al secondo all'interno dedéadi Hill, con
qguesta forza risultante come forza centrij

La sfera di Hill si estende fra i punti di Lagrarigee L.

Il raggio della sfera di Hill e approssimativamente:




Stera di Hill

Per esempio, la Terrd, = 5,9710°*kg) orbita intorno al SoleM; = 1,991°kg) ad una
distanza di circa 1,49600' m.
La sfera di Hill per la Terra si estende a circa 1,48®%6n (0,01 UA).
L'orbita della Luna, che si trova ad una distanza di circa 3,844 dalla Terra, €
tranquillamente all’interno della sfera gravitazionale di influeth&iéa Terra e non e quindi
a rischio di essere attratta in un’orbita indipendente intorno al Sole

Un astronauta non puo orbitare attorno allo Space Shuttle se questadnoxaltitudine
di 300 km poiché la sfera di Hill dello Shuttle risulta avere saitairca 60 cm di raggio,
molto piu piccola dello Shuttle stesso.

In effetti per tutte le orbite terrestri basse (LEO) un cafpaco dovrebbe essere 800 volte
piu denso del piombo per poter essere completamente contenuto entro kagievprdi
Hill (condizione necessaria per poter sostenere I'orbita di un pregiedite).



Stera di Hill

Un satellite geostazionario sferico dovrebbe essere 5 volte piu démsordieo per avere a
sua volta un satellite, il quale dovrebbe essere 2,5 volte piu densudaelthe e, assieme
allOsmio, il materiale naturale piu denso esistente sulleaTe

Solamente ad una quota orbitale doppia rispetto a quella geostazionaiararéi piombo
potrebbe avere un proprio satellite; la Luna dovrebbe trovarsi ad alnveite 8 quote
geostazionaria (a 2/7 della sua distanza attuale) per poter supporiaggetto orbitante

intorno ad essa; dato che invece si trova a piu di nove volte la distamzaatellite
geostazionario, le orbite lunari risultano possibili, come hanno dinh@&ranissioni
spaziali sul nostro satellite.



Stera di Hill

Nell'ambito del sistema solare, il pianeta con la piu granda slieHill € Nettuno con un
raggio di 1,1610'"' m (0,775 UA); la sua distanza dal Sole compensa grandemente lo
svantaggio di massa rispetto a Giove (la cui sfera di Hill migswece 5,30 m).

Gli asteroidi della fascia principale possono avere sfere Hiikblla 22010° m di raggio
(per Cerere), che diminuiscono rapidamente al diminuire dellaandafisasteroide. Nella
fascia principale degli asteroidi non sono rari asteroidi con prapree |
Il primo individuato e Ida (scoperto nel 1884) con il suo satelliteyDéstoperto dall:

sonda Galileo nel suo viaggio verso Giove nell’agosto del 1993). Ida non hasfamnca,

le sue dimensioni sono (53@24,0x 15,2 km) e Dactyl, con un diametro medio di 1,4 km
(per la verita e un “uovo” di 1,6 1,4 x 1,2 km), orbita in circa 20 ore, ma i suoi parametri
orbitali non sono noti con sufficiente precisione a causa delle pocheerfasta dalla sonda

Galileo che tra I'altro si trovava sul piano orbitale del sistem
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Punti di Lagrange

| puntiL; (i =1 ... 5) sono punti di Lagrange, punti di equilibrio;
Il gradiente del potenziale si annulla, e lo stesso accade foezdarisultante.

Questo pero non ci dice nulla circa la stabilita , e non ci si pogune basare sul consueto
criterio del minimo, in quanto anche la forza di Coriolis — che nomaeatrcalcolo
dell'energia — ha un ruolo importante nelle modalita del moto.

Si dimostra che si puo avere stabilita addirittura dove |'enpogganziale ha un massimo.

La posizione dei punL, L,, L; dipende dal rapporto delle masse; risulta inoltre che
sono di equilibrio instabile.

L, e L hanno invece posizioni fisse, che formano due triangoli equilateNMgemM,: |a
cosa notevole e che sebbene essi siano punti di massimo del potepzig&orpo Si
sposta da quella posizione la forza di Coriolis tende a riportapsiaui risultano di

equilibrio stabile (almeno se il rappoith, /M, e abbastanza piccolo).



Punti di Lagrange

Per determinare la posizione dei punti di Lagrange studiamo il caso pianmyji ibenergia
potenziale per unita di massa e data da

U 1,
—=——n,T
m 2

, _GM, GM,
R R

Calcolando il gradiente e tenendo conto delle proprieta del centro snsaarriva alla
relazione:

1 1 1 1
M,| = -—= |R,+M,| =-—=|R,=0
(Rl ao) ' [Rﬁ fi]




Punti di Lagrange

m
Sono possibili due casi: f;" ;
v
o !
R, e R, non sono parall¢ +
; M G
1 1
Allora deve essere: 3 3 0 dacui segueR, = R, = a,
R &
1 1
57 —=3-0
R &
E : M L M L
: —
R, e R, sono paralle R — |
Allora m sta sulla congiungenié, e M, . B H : T
giungenké; e M, . \\ ] AN
L'equazione che si ottiene ha tre soluzioni reali « \ /N\
corrispondono ai puntl., , L, e L,. \l / \ (




Punti di Lagrange



Punti di Lagrange

Si dimostra che i punti di Lagrangk, e L sono stabili se

n§—§n§(1—a2)2 0

_ Ml_MZ

o=
M, +M,

Da cui segue

M, 2 1
M, 25+.621 25




Punti di Lagrange

P i \';5\
L'esistenza dei punti di Lagrange stabli, e L, ha ~
un'interessante applicazione nel caso Sole-Giove. R
Supponiamo per semplicita che l'orbita di Giove sia 7 \
circolare (in realta per Giove e =0,05).

Se poniamo un pianetino in uno dei punti e gli diamo una M B0®

L ) L o . Sole \
velocita in modulo pari a quella di Giove, il pianetino } ---------------------- TR
percorrera esattamente l'orbita di Giove. ' 80° Giove
Il fatto che l'equilibrio e stabile vuol dire che se la velocita o /
la posizione non sono giuste il pianetino seguira un moto "‘
piu complicato, oscillando attorno al punto di equilibrio, ma

seguendo sempre in media I'orbita di Giove. R
“x& troiani ’___,iy/
_—'—'_'-FFF

T

——

Anche l'eccentricita di Giove causa oscillazioni, ma non tali da distruggalbdit.

Nel passato alcuni pianetini sono stati catturati con le giuste condimiamli e ora si trovano
nei pressidL, el sono le famiglie dei i pianetini “Troiani" e “Greci” che seguono e precedono
Giove.

Si pensa che anche per il sistema Terra-Luna possa avere un addensametavidiimquei due
punti (micrometeoriti, polvere cosmica) ma per ora non e stato trovato nulla.



Orbite di Hohmann

Per collegare con voli interplanetari due diversi pianeti
dello stesso sistema si fa uso solitamente di orbite
trasferimento che permettano il minor dispendio
energia. Delle molte orbite eseguibili quelle pit
economiche sono le cosiddette orbite di Hohmann, cis
ellissi tangenti all'orbita dei pianeti di partenza e d
arrivo e in cui il Sole occupa uno dei fuochi.

Tracciando delle circonferenze tangenti all’orbita ne
punti di partenza e di arrivo di raggio rispettivamentg
er, e indicato coma il semiasse maggiore dell’orbita di
Hohmann si he

AV

1
a:E(r1+r2)

GM
V, = [— v, = |GM 2_1)_|LM 1
d L a r, r+r,




Orbite di Hohmann

Se la sonda parte da un’orbita interna verso una esterna
prima va accelerata per portarla dall’orbita circolare internas
all’orbita ellittica di Hohmann e poi nuovamente accelerata
portarla dall’orbita di trasferimento a quella circolare divaxr

Al contrario la sonda andra due volte decelerata per immetterta
su di un’orbita interna.



Orbite di Hohmann

Il tempo necessario per descrivere un’orbita di Hohmann, sketim di trasferimento e
dato da

3 3
t:T:Tl L+r, 2:T r,+r, |2
2 20 2 2,

T, e il periodo di rivoluzione dell’orbita di partenza.

Se l'orbita di partenza e quella della Terra, tutte le vdigest fanno trasvolate
interplanetarie servendosi delle orbite di Hohmann, i tempi sono su@elion anno se:

[ 5
=£>28-1=217
r.1

vale adire se T, 2> 2,17 UA cioé pressappoco dall’orbita di Marte in poi.



Effetto flonda

Il passaggio ravvicinato di una sonda ad un pianeta modifica la velolt#aaleda.

VELOQGITY

.. SPACECRAFT OUTBOUND !:ﬁ\\k
RESULTANT V1

Jupiter :
ol Jupiter
@ -
\J PLAMET'S
SPACECRAFT SUMN-RELATIVE

....................................
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- Vour= $ VELOCITY i E ﬁ
................................... , Vo 5
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Effetto flonda

Una forma estrema della manovra sarebbe quella di avvicingisingta di fronte ad una
velocitav, mentre il pianeta si muove direttamente verso di noi a una \slge@htrambe
le velocita misurate rispetto al Sole).

Se la traiettoria € quella giusta e passiamo dietro al pianateorbita molto eccentrica
(iperbolica), facendo un giro a 180° 'effetto netto e quasi comerdmlzassimo sulla
parte anteriore del pianeta.

Rispetto al pianeta ci siamo avvicinati alla veloaitav, e quindi ce ne dovremmo andare
alla velocitau + v, ma rispetto al Sole il pianeta € ancora in movimento a (dJaas)ocita
u, per cui, sempre rispetto al Sole ce ne andrenu + v. Questo e esattamente come

palla da biliardo molto piccola che rimbalza su una molto grande.




Effetto flonda

Per essere un po' piu precisi, la conservazione dell’energiecaimediella quantita di moto
prima e dopo l'interazione richiede che:

Mu/ + my = MU+ my
Mu, —my = Muy,— my

Gliindici 1 e 2 denotano le quantita prima e dopo l'interazione coarnlgpé

Poiché il rapportarVM e praticamente zero (la sonda ha una massa trascurabile in cmafront
guella di un pianeta), questa si riduce

V, =V, + 24



Effetto flonda

La maggior parte ddly-bys planetari non sono inversioni frontali, ma gli stessi principi si
applicano per qualsiasi angolo di interazione. Poniamo la direzioneotiedel pianeta come
assex e la direzione perpendicolare (in piano orbitale) come l\gdaesonda € inizialmente in
movimento con una velocitarispetto al riferimento solidale con il Sole, in una direzionesthe

avvicina il pianeta in arrivo a un angdo

1_:..r.i.
et 11

#W

®

Moto rispetto al pianeta Moto rispetto al sole



Effetto flonda

Disegnando il parallelogramma delle velocita per la sonda e il
pianeta e supponendo che 'orbita parabolica sia simmetrica Vi, ==V, cod
rispetto all'asse (nel sistema del pianeta), il vettore velocita _
iniziale della sonda rispetto Sole e: - Vlse'@

V,, =V, COD+2 L
V,, =V, Sel

ed il vettore velocita finale e;:

La velocita finale e:

v2:\/v§x+\/§y :\/(\/1 co®+2 I +( ysé)’ =/ w4 4 vuols

:\/V12+4u2+4v1uco§i4yu:\/( v+ 2 )12— 4viEr céy

4v,u(1- co)
(v1 + 2u)2

Che possiamo scrivere nella forma: V, = (V1 + 2u) 1-



Effetto flonda

Se per esempio la velocita della sonda fosse proprio uguale adpigdlaneta\; = u) si
avrebbe:

V, =V, V/5+ 4 cod
Che nel casé = 0 darebbe il risultato precedente.
Un caso piu realistico e quello in cui la sonda si avvicina al @anetirezione quasi
perpendicolare al percorso del pianeta (vale aB = 9C°). In questo caso la son

subisce una deviazione che forma un angolo di 26,56° con la direzione del pitmeta
nuova velocita finale la velocita e

V, = v1\/§ = 2,24\,

Al giorno d’oggi quasi tutte le missioni spaziali subiscono effeffiotida gravitazionale
per raggiungere le proprie mete.



Effetto fionda
Orbita di trasferimento della sonda Cassini verso
Saturno
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Effetto flonda

Velocita della sonda Cassini
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Effetto frenamento

A

o

b

RESULTANT V,

RESULTANT Va1

M

Se la sonda si avvicina al pianeta
“passandogli davanti” si puo
dimostrare che la velocita finale
rispetto al Sole diminuisce

producendo un effetto di frenamel

Se le condizioni sono giuste la sonda
puo anche essere messa in orbita
ellittica attorno al pianeta.



Effetto flonda
Orbita di trasferimento della sonda Messenger
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Effetto flonda




