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Il prololema
cel tre corpl



Il problema del tre corpi

DEFINIZIONE DEL PROBLEMA:

Tre masse puntiformi, libere di muoversi nello spazio, si attraggono
reciprocamente secondo la legge newtoniana di gravitazione. Si chiede di
determinarne il movimento per qualunque configurazione e velocita
Iniziale.

In Meccanici Celesti il problem: dei tre corpi si present come lo schem. piu
naturale in cui inquadrare, almeno in prima approssima&ziproblemi quali:

- Il moto dei pianeti interni all’orbita di Giove (&fcurio, Venere, Terra, Marte)
- Il moto degli asteroidi quando si tenga conto’deibne di Giove e del Sole,
- Il moto degli oggetti transnettuniani,

- I moto della Luna,

- la dinamica della navicelle spaziali.



Il problema del tre corpi

Consideriamo tre corpi di masse rispettivamemtan,, m; posti in un sistema di
riferimento inerziale e sottoposti alla mutua aitvae gravitazionale.
Le equazioni di moto sono:
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Il problema del tre corpi

La somma delle tre equazioni fornisce informazgnicentro di massa del
sistema.

mr, +my,+ ;=0
Integrando due volte si ottiene:
Mr+my,+ Mg =< "t

Dovek’ ek” sono due vettori costati. Indicando denl vettore rappresentativo
della posizione del centro di massa e bbla massa totale del sistema si ha:

MR =K't +k"

Che definisce il primo integrale dell’equazionethto.



Il problema del tre corpi

Consideriamo ora il momento angolare totale détsia:

3
Lo = Zri xny, m e
i=1
La derivata prima rispetto al tempo da: ;M2
d (< 2
—| Y rxmp, =), xm; =
dt\ 5 = X
_clm m, mm _
_G{ (rl_rz)xrlz'l' ( 2T 3)]( 23T r13 ( i 3)'>< 13 =0
13

3 3
r.12 r23

In quanto tutti i prodotti vettoriali sono tra vatt paralleli.

Questa fornisce il secondo integrale del moto eqas@re vista come caso specifico
della conservazione del momento angolare per sisterati in campi centrali.



Il problema del tre corpi

C’e infine la conservazione dell’'energia

(mP+me+meg)
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che costituisce un terzo integrale del’equazianaato.



Il problema del tre corpi

Le equazioni del moto sono quindi tre equaziorfed&nziali del secondo
ordine:

due vettoriali e una scalare.
Per la loro soluzione sono quindi necessari 14meatia
Dalla conoscenza #i ek” si ottengono sei parametri, altri tre si ottengono
dalla conoscenza del momento angolare e solo uhendagia, per un
totale di 10 parametri.

Da cio si ricava che il sistema non e risolubilenodo analitico.

Il problema si risolve o con integrazioni numerichgotto opportune
restrizioni.



Problema dei tre corpi ristretto

Il problema ristretto dei tre corpi e quello in cui un corpo ha massa trascurabile
rispetto agli altri due (ad esempio Sole-Giove-fmtde, Terra-Luna-Satellite
artificiale)
SianoM; e M, le masse dei primarimala massa del terzo corpo; si Imas<M, e
m<<M,.
Sia inoltrea, il vettore daM, a M, che consideriamo costante (moto circolare uniforme)

Se ci poniamo in un riferimento inerziale di originel centro di mas<a, i corpi
maggiori ruotano con velocita angolin, data d

pay, = G( M+ M,)

n, € il vettore di modulm, perpendicolare al piano orbitaleMi e M.,
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Problema dei tre corpi ristretto

Se invece ci mettiamo in un riferimento rotante gelocitan,, ma sempre con origine
nel centro di massa, i corpi principali sono fissi.

Ci limiteremo a fare alcune considerazioni sul migbcorpo di massa a partire
dall'integrale dell'energia.

In un riferimento inerziale si conserverebbe la s@ndell’energia cinetica e di que
potenzialK + U data da

E=K+U=2mif-G M1+M2j
2 R R



Problema dei tre corpi ristretto

Poiche il nostro riferimento non e inerziale oceantrodurre le forze apparenti, ma
solo se gueste sono conservative vale ancoraladgedell’'energia.

La forza di Coriolis chiaramente non influisce exke
fo,, =—2MM X1

& perpendicolare alf e quindi a lavoro nultme altera il bilancio energetico. La
forza centrifuga‘C dipende invece sololda uindj € conservativa e il suo potenzial
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L'integrale dell’energia e quindi
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Superfici di Hill

La soluzione dell’equazione

permette di individuare | B R T I
superfici che separanole zor | 1 G
permesse dalla zone precluse k}_ﬂ\\
moto della massan.
E.

Tali superfici si chiamauperfici
di Hill.

Le superfici di Hill sono i punt
dello spazio in cui la velocita (
me nulla




Superfici di Hill

Le sezioni delle superfici di
Hill per diversi valori di E
(Eq, ..., E; In ordine
crescente) nel piano che

contiene M; e M,
perpendicolare a n,,.




Hill




Stera di Hill

La sfera di Hill e la sfera di influenza gravitazade di un corpo celeste rispetto
alle perturbazioni di un altro corpo, di massa naigg attorno al quale esso
orbita.

E la pit grande sfera, centrata sul secondo caifiaterno della quale la somma
delle forze gravitazionali € sempre orientata vdrsecondo corpo.

Un terzo corpo piu piccolo puo orbitare intornsatondo all'interno della sfera di
Hill, con questa forza risultante come forza ceetia.

La sfera di Hill si estende fra i punti di Lagrarigee L.

Il raggio della sfera di Hill e approssimativamente

r=a, EB/SI\IC/IZ
1




Stera di Hill

Per esempio, la Terrdf = 5,9710%4kg) orbita intorno al SoleéM, = 1,9910%°
kg) ad una distanza di circa 1,4980' m.

La sfera di Hill per la Terra si estende a cire#®6610° m (0,01 UA).
L'orbita della Luna, che si trova ad una distanzarda 3,84410° m dalla Terra, €
tranquillamente all'interno della sfera gravitaatadi influenza della Terra e non

e quindi a rischio di essere attratta in un’orbmtiipendente intorno al Sole.

Un astronauta non puo orbitare attorno allo Sp#cete se questo orbita ad
un’altitudine di 300 km poiché la sfera di Hill tieShuttle risulta avere soltanto
circa 60 cm di raggio, molto piu piccola dello Shastesso.

In effetti per tutte le orbite terrestri basse (DEM corpo sferico dovrebbe essere
800 volte piu denso del piombo per poter essergtEiamente contenuto entro la
propria sfera di Hill (condizione necessaria peepsostenere 'orbita di un

proprio satellite).



Stera di Hill

Un satellite geostazionario sferico dovrebbe essen@te piu denso del piombo
per avere a sua volta un satellite, il quale ddweadssere 2,5 volte piu denso
dell'lridio che e, assieme all’Osmio, il materialaturale piu denso esistente sulla

Terra.

Solamente ad una quota orbitale doppia rispetteeflaggeostazionaria una sfera
di piombo potrebbe avere un proprio satellite; lm& dovrebbe trovarsi ad almeno
3 volte la quota geostazionaria (a 2/7 della setadea attuale) per poter
supportare un oggetto orbitante intorno ad esda;akee invece si trova a piu di
nove volte la distanza di un satellite geostazions orbite lunari risultano
possibili, come hanno dimostrato le missioni sdagid nostro satellite.



Stera di Hill

Nell'ambito del sistema solare, il pianeta conilagrande sfera di Hill € Nettuno
con un raggio di 1,260 m (0,775 UA); la sua distanza dal Sole compensa
grandemente lo svantaggio di massa rispetto a Glawii sfera di Hill misura
invece 5,3101°m).

Gli asteroidi della fascia principale possono awfege di Hill fino a 22A.0° m di
raggio (per Cerere), che diminuiscono rapidameintevanuire della mass
dell'asteroide. Nella fascia principale degli astdirnon sono rari asteroidi con
proprie lune.

Il primo individuato e Ida (scoperto nel 1884) dbsuo satellite Dactyl (scoperto
dalla sonda Galileo nel suo viaggio verso Giovéappbsto del 1993). Ida non ha
forma sferica, le sue dimensioni sono (5884,0x 15,2 km) e Dactyl, con un
diametro medio di 1,4 km (per la verita € un “uodn’,6x 1,4 x 1,2 km), orbita
In circa 20 ore, ma i suoi parametri orbitali n@ma noti con sufficiente precisione
a causa delle poche misure fatta dalla sonda Galile tra l'altro si trovava sul
piano orbitale del sistema.



=
.
O
®
A
)
M
O




Punti di Lagrange

| puntiL; (i =1 ... 5) sono punti di Lagrange, punti di equilibrio;
Il gradiente del potenziale si annulla, e lo stesstade per la forza risultante.

Questo pero non ci dice nulla circa la stabilganon ci si puo neppure basare sul
consueto criterio del minimo, in quanto anche tadadi Coriolis — che non entra
nel calcolo dell'energia — ha un ruolo importantbermodalita del moto.

Si dimostra che si puo avere stabilita addiritilwae I'energia potenziale ha un
massimo

La posizione dei punti,, L,, L, dipende dal rapporto delle masse; risulta inoltre
che essi sono di equilibrio instabile.

L, eL hanno invece posizioni fisse, che formano duadgoé equilateri corM, e
M.,: la cosa notevole e che sebbene essi siano punéssimo del potenziale, se
un corpo si sposta da quella posizione la forZaadiolis tende a riportarcelo, per

cui risultano di equilibrio stabile (almeno seapportoM,, /M, & abbastanza
piccolo).



Punti di Lagrange

Per determinare la posizione dei punti di Lagrange studidne@aso piano, in cui
I'energia potenziale per unita di massa e data da

U__1,, GM, _GM,
m

2" R R

Calcolando il gradiente e tenendo conto delle petgpdel centro di massa, si arriva alla
relazione:

1 1 1 1
M,| = -—= |R,+M,| =-—=|R,=0
(Rl ao) ' [Rﬁ fi]




Punti di Lagrange

Sono possibili due casi:

R, e R, non sono paralle

Allora deve essere:

R, e R, sono paralle

Allora m sta sulla congiungeni, e M, .

L’'equazione che si ottiene ha tre soluzioni re
che corrispondono ai punti,, L, e L;.
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da cui segueR, = R, = a,




Punti di Lagrange



Punti di Lagrange

Si dimostra che i punti di Lagrangk, e L. sono stabili se

n§—§n§(1—a2)2 0

_ Ml_MZ

o=
M, +M,

Da cui segue

M, 2 1
M, 25+.621 25




Punti di Lagrange

L'esistenza dei punti di Lagrange stadilj e L, ha _— __\%\
un'interessante applicazione nel caso Sole-Giove. "

Supponiamo per semplicita che l'orbita di Giove sia ’ gred \
circolare (in realta per Giove e =0,05). | 7 _H
Se poniamo un pianetino in uno dei punti e gli diamo ﬁ ‘ﬁl
una velocita in modulo pari a quella di Giove, |l Sole '15[3' _______________________ ‘ij
pianetino percorrera esattamente I'orbita di Giove. -*’}EEI Giove

Il fatto che I'equilibrio e stabile vuol dire che se la )
velocité o la posiziont nor sonc giuste il pianetin \

seguira un moto piu complicato, oscillando attorno al

punto di equilibrio, ma seguendo sempre in media R

: . .~ e tro EI'II-_F_,_E‘H-."’
l'orbita di Giove. ~— T

——

Anche l'eccentricita di Giove causa oscillazioni, ma ndindi@ distrugge la stabilita.

Nel passato alcuni pianetini sono stati catturati con |stgiwondizioni iniziali e ora si

trovano nei pressi di, e Lg; sono le famiglie dei i pianetini “Troiani" e “Greci” che
seguono e precedono Giove.

Si pensa che anche per il sistema Terra-Luna possa averelensainento di materia in
guei due punti (micrometeoriti, polvere cosmica) ma pemaa e stato trovato nulla.



Orbite di Hohmann

Per collegare con voli interplanetari due diversi
pianeti dello stesso sistema si fa uso solitamente
orbite di trasferimento che permettano il ming
dispendio di energia. Delle molte orbite eseqguibi
guelle piu economiche sono le cosiddette orbite
Hohmann, cioé ellissi tangenti all'orbita dei piane
di partenza e di arrivo e in cui il Sole occupa un
dei fuochi.

Tracciando delle circonferenze tangenti all’orbit
nei punti di partenz e di arriva di raggic
rispettivamenter, er, e indicato cora il semiasse
maggiore dell'orbita di Hohmann, si dimostra ch
per un’orbita circolare su si ha

AV

3

1
aZE(I‘1+r2)

V) = G_M Mentre per un’orbita v, = |GM 2 1 GM 1
[ ellittica: r a roor+r,




Orbite di Hohmann

Se la sonda parte da un’orbita interna verso utedires
prima va accelerata per portarla dall’orbita ciacel
interna all’orbita ellittica di Hohmann e poi nuowante > 2
accelerata per portarla dall’orbita di trasferinoea
guella circolare di arrivo.

La sonda andra due volte decelerata per immetarth
un’orbita interna.




Orbite di Hohmann

Il tempo necessario per descrivere un’orbita ditdahn, dettaempo di
trasferimento e dato da

3 3
t:T:Tl L+r, 2:T r,+r, |2
2 20 2 2,

T, e il periodo di rivoluzione dell’orbita di partenza

Se l'orbita di partenza e quella della Terra, tldteolte che si fanno trasvolate
Interplanetarie servendosi delle orbite di Hohmam&mpi sono superiori ad un
anno se:
r 5
2 >28-1= 217
r.1

vale adire ser, > 2,17UA , cioé pressappoco dall’orbita di Marte in poi.



Effetto flonda

Il passaggio ravvicinato di una sonda ad un piametdifica la velocita della
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Effetto flonda

Una forma estrema della manovra sarebbe quellavtsinarsi al pianeta di fronte

ad una velocit&, mentre il pianeta si muove direttamente verswoda una
velocitau (entrambe le velocita misurate rispetto al Sole).
Se la traiettoria e quella giusta e passiamo d@tpianeta in un‘orbita molto
eccentrica (iperbolica), facendo un giro a 180%¢#d netto € quasi come se
rimbalzassimo sulla parte anteriore del pianeta.
Rispetto al pianeta ci siamo avvicinati alla vetaai+ v, e quindi ce ne dovremmo
andare alla velocitiu + v, ma rispetto al Sole il pianeta e ancora in mowvime

(quasi) la velocital, per cui, sempre rispetto al Sole ce ne andrefwtav.

Questo e esattamente come una palla da biliardio migicola che rimbalza su una

molto grande.




Effetto flonda

Per essere un po' piu precisi, la conservazionenetgia cinetica e della quantita
di moto prima e dopo l'interazione richiede che:

{Muf+mvf = ME+ my

Mu, —my = Muy,— my

Gli indici 1 e 2 denotano le quantita prima e dbpderazione con il pianet

Poiché il rapportor/M e praticamente zero (la sonda ha una massa trageura
confronto a quella di un pianeta), questa si riduce

V, =V, + 24



Effetto flonda

La maggior parte ddly-bys planetari non sono inversioni frontali, ma gli sies
principi si applicano per qualsiasi angolo di iat#one. Poniamo la direzione del moto
del pianeta come asze la direzione perpendicolare (in piano orbitatane l'asss,
la sonda e inizialmente in movimento con una védocrispetto al riferimento solidale

con il Sole, in una direzione che si avvicina dmmeta in arrivo a un angofo

1_:..r.i.
et 11

®

#W

Moto rispetto al pianeta Moto rispetto al sole



Effetto flonda

Disegnando il parallelogramma delle velocita per la
sonda e il pianeta e supponendo che l'orbita péicabo vV, = -V, coH

sia} simmetrica rigge-ttc-) gll’asxe(nel sistema del piapeta), vy, = vlselﬁ)
Il vettore velocita iniziale della sonda rispettlése:

ed il vettore velocita finale é:

{sz =V, CoP+2 L

V,, =V, Sel
La velocita finale é:

v2:\/v§x+\/§y :\/(\/1 co®+2 I +( ysé)’ =/ w4 4 vuols

:\/V12+4u2+4v1uco§i4yu:\/( v+ 2 )12— 4viEr céy

4v,u(1- co)
(v1 + 2u)2

Che possiamo scrivere nella forma: V, = (V1 + 2u) 1-



Effetto flonda

Se per esempio la velocita della sonda fosse wraguale a quella del pianeta
(v, = u) si avrebbe:

V, =V, /5+ 4 coP
Che nel cas@ = 0 darebbe il risultato precedente.
Un caso piu realistico e quello in cui la sondawsiicina al pianeta in direzione
guasi perpendicolare al percorso del pianeta @alieed = 9C°). In questc

caso la sonda subisce una deviazione che formagoiadi 26,56° con la
direzione del pianeta e la nuova velocita finaledkcita e

V, = v1\/§ = 2,24\,

Al giorno d’oggi quasi tutte le missioni spazialisscono effetti di fionda
gravitazionale per raggiungere le proprie mete.



Effetto fionda
Orbita di trasferimento della sonda Cassini verso
Saturno
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Effetto flonda

Velocita della sonda Cassini

I I \ I

2nd Gravity-assisted fiyby of Venus

1st Gravity-assisted flyby of Venus
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Effetto frenamento

Se la sonda si avvicina al pianeta
“passandogli davanti” si puo
dimostrare che la velocita finale
rispetto al Sole diminuisce
producendo un effetto
frenamento.

PLAHET'H____/
SUN-RELATIVE
VELOGITY L :
fﬁ Se le condizioni sono giuste la
sonda bud anche essere messa in
 Vour = Vi ,j X

S RESULTANT V5 orbita ellittica attorno al pianeta.



Effetto flonda
Orbita di trasferimento della sonda Messenger
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Effetto flonda




