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LEQUILIBRIO IDROSTATICO

L'elemento dM e compreso fra le distanze r e r+dr.
La forza di gravita su dM da parte degli strati

sottostanti e - GM(r)dM
dF - - 2
r

Se |la densita di dM e costante
dM =rr (ndV =4p r4r ()dr

La pressione diminuisce andando verso l'esteri

si ha
dP = P(r+dn)-P(n =S¢

Unendo le tre relazioni troviamo allora

dP _ _GM(r) (r)
dr r2

(EQUAZIONE DELL'EQUILIBRIO IDROSTATICO)
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CONSERVAZIONE DELLA MASSA

Con le stesse notazioni della figura precedentenpes nell’ipotesi che la
stella si trovi in equilibrio fra la gravita e lafgnta dovuta alla pressione di
radiazione, e supponendo che in tale situaziongak stellare non si
comprima, avremo che

dM = (r) dV =4pr (r) r&dr

dr

Si trascura anche la conversione di
massa in energia secondo I'equazione
di Einstein E = mé

. . P
[Per il Sole si hadM/dt = 4%0° kg/d dP

Le ipotesi semplificative usate escludono

la stelle in fase di rapida contrazione/espansiopnedi forti perdite di massa
(pre-sequenza, gigante rossa, ramo asintotico,uleba planetaria,
supernova, stelle binarie...)



EVOLUZIONE DINAMICA: TEMPO
DI FREE-FALL -1

Se la condizione di equilibrio dinamico non e soddisfatta nhateriale sara
accelerato. Nel caso In cui non sia attivo alcun processo dioguzione
dell’energia la stella si contrarra e le sue parti acceleamo la velocita di
caduta man mano che le distanze si riducono. Per un dato elatoadi materia
dm si avra che I'accelerazione e av _ _ GM(r)

dt re

2 .
Ma éanche @ - dvdr_, o _ 1d\V°) georasupponiamdper la struttura una
. dt drdt dr 2 dr _ o
densita costante (media), € possibile scrivere M(r) =4/3) ,r3 e quindi

ottenere:

d(v®) _ _8pGrgr
dr 3
estremo e il raggio della struttura nel momento in cui inizibcollasso) avremo

Integrando (rispetto ar) tra g e r (il primo

dr24
vi(r)= — ="pr,G(r,2-r?2
(r) ot 390(0 )

Estraendo la radice (quellaegativa nel collasso dr/dt < 0) si ottiengsegue..]



EVOLUZIONE DINAMICA: TEMPO
DI FREE-FALL -2

dr _ _ |4pGr, r? &
P fox1-"
dt 3 Il

E ora conveniente esprimere tutto in funzione della variédk = r/r,,. Il passaggio

intermedio & . IpGry 2 b
- — == [0 x1-— . .
it T N 3 . e quindi
ApG . o .
dx _ _ [4pGTe %/1- % che & a variabili separabili. Integrandotrax 3 (r=r)

dt 3
e Xx=0 (r=0, completo collasso, riduzione della struttura ad un puntmfeniamo

0 dx ‘= [4pGr, 1 _ [4pGry _p\/ 3 _[ 3
- = F=o arcsen X = t t-= =
0 3 >dt *O 3 F F 2 4pG ro 1mro

t- rappresenta ITEMPO DI CADUTA LIBERA (FREE-FALL TIME) e fornisce
un ordine di grandezza per il collasso di una struttura sott@zione della sola
autogravita. Per il Sole questo tempo equivale a circa 40 NUNI




EVOLUZIONE DINAMICA: TEMPO
DI FREE-FALL -3

ULTERIORI CONSIDERAZIONI E COMMENTI

La condizione di equilibrio dinamico puo dirsi soddisfattguando i tempi di
evoluzione dinamica sono molto maggiori di tCio e ovviamente vero per il Sole

Per grandi nubi interstellari ( ~ 102° g/cn?) e t- ~ 10° anni, mentre per stelle
nelle ultime fasi della loro evoluzion«( ~ 108 g/cn3) sihat: ~ 1 second:

L'espressione trovata pet-te rigorosamente corretta solo se la densita rimane
costante. Per i collassi di strutture stellari e protostsil cio e falso, ma il risultato
resta valido come ordine di grandezza...

... E si puo dimostrare che il vero-te sempre piu piccolo di quello qui ricavato
(la densita aumenta e questo accelera il collasso). Piu imgrale, si dimostra che
nelle ipotesi del modello si raggiunge sempre uminsita infinita in un tempo
finito

Nelle situazioni reali altri meccanismi fisici (relativisci e non) modificano
guesto risultato



PERCHE LA STELLA DEVE
PRODURRE ENERGIA?

La gravita tende a far cadere il gas stellare versoentro
La stella HA BISOGNO di qualcosa che contrasti laayita

Questo qualcosa e laressione di radiazionedovuta all’emissione
di energia

La stella deve produrre continuamente energia

L'unica sorgente DUREVOLE di energia e costituitaatle
REAZIONI NUCLEARI



PRODUZIONE DI ENERGIA

L’emissione continua di energia sostiene la stella contro la
gravita

L'emissione e proporzionata alla spinta della gravita
La gravita e proporzionale alla massa della struttura

La massa della stelldeterminaallora la produzione di
energia, la luminosita, la temperatura e il tipo di reazioni
nucleari che avvengono all'interno della stella

Quindi e la luminosita della struttura a determinare il tipo di
reazioni nucleari...

... NON e vero Il viceversa!



PRODUZIONE E TRASPORTO DE -1

Le reazioni nucleari avvengono solo all'interno dalstruttura, mentre I'energia
viene emessa all’esterno la stella non puo essere a T uniforme: si instauna
gradiente di temperatura

| meccanismi di produzione dell’energia possono@&ssmolti. Per il momento
definiamo genericamente la funzion€P), la potenza generata per unita di massa
nel punto P del volume stellare

—

n

dSe un elemento di superficie della stella (anche imte), dE e I'energia che
fluisce attraverso di esso nell'intervallo di templbe nell’angolo solidad ' intorno
alla direzione individuata dan’



PRODUZIONE E TRASPORTO DE - 2

Si definisce lintensita di radiaziond (n', P) scrivendo

dE - I(n', P) cosg d '

dS at
Integrando su tutto I'angolo solido si ottiene pta potenza che fluisce da dS:
i W - I(n", P) cosg d '
ﬁ, 2 S
n'

Notando poi checOSG@ = 'kn' e chell
e che il primo versore puo essere portato
fuori dal segno di integrale otteniamo

\ﬂ = nx| (n-’ P) nNd '=n R(P) dove I_:(P) rapp_resenta Il flusso di
energia proveniente dal punto P .

Il legame tra il flusso F e la funzione di produzi@ dell’energia e il seguente:

NXF =T (P) e (P] (P) & la densita nel punto P



PRODUZIONE E TRASPORTO DE -3

Nell'ipotesi di simmetria sferica e scrivendo I'operatogivergenza in coordinate
polari, troviamo: 1 d

== TR = r(r)e(r)

r<dr
Ricordando che la luminosita totale L si pud anche scrivete = 4 r28(r),
avremo: dL(r)

q Aprr(r)e(r) e, informaintegrale,
I

L= R4pr 2r(r)e(r)dr

Queste equazioni esprimono la conservazione dell’energia
In generale i contributi al flusso F sono di vario tipo:

F=F_+F_ +F_ +F +F

conv cond mMass neu

Per stelle singole di sequenza principale i primi due termgono i piu importanti



PRODUZIONE E TRASPORTO DE -4

| contributi al flusso di energia stellare si possono spdcdre piu in dettaglio:

F..q : flusso di trasportoradiativo, dovuto ai fotoni che si diffondono dalle
zone piu calde a quelle piu fredde

F.ony - flusso di trasportoconvettivg legato a moti macroscopici del gas

F.ong - flusso di trasportoconduttivg generato dal moto di particelle cariche
(elettroni). E importante soprattuttc in strutture stellari di alta densitz
(nane bianche)

Fass: flusso dovuto a perdite dinassa attive nei sistemi binari stretti e nelle
fasi piu avanzate dell’evoluzione stellare (post-sequenz

Feur - flusso in uscita trasportato daineutrini, prodotti nelle reazioni di

fusione nucleare e generalmente non riassorbiti nella dtiwra
stellare perché hanno bassissima sezione d’urto.

Tale processo e fondamentale nelle fasi dinamiche delllexmone
stellare (in particolare, ilflash dell’elio e 'esplosione di supernovge



TRASPORTO RADIATIVO E
GRADIENTE DI TEMPERATURA-1

In generale, la probabilita di assorbimentdP di un fotone mentre attraversa
uno spessore di materidr, in presenza din particelle assorbenti per unita di
volume, e datadalP =ns dr (s e la sezione d'urto del processo assorbente).
Poiché pero in una struttura stellare agiscono contemposamente diversi
processi di assorbimento, con diversi assorbitori, comae definire un

coefficiente di opacite k alla radiazione:

dP = kdr ( =densita del gas)

Consideriamo dei fotoni “medi” di frequenza e densita numerica n (n
fotoni/volume). Considerato un coefficiente di opacita die k , un elemento di
volume della struttura dV = Sdr riceve nel tempo dt dai fotoassorbiti una

guantita di moto pari a
dp=""(kr dn(ry S cal

dove h/c e la quantita di moto di un singolo fotone. La prima parersie
rappresenta la probabilita di assorbimento, la seconda iimero di fotoni in
arrivo nel tempo dt (notare che dr = c dt)



TRASPORTO RADIATIVO E
GRADIENTE DI TEMPERATURA - 2

L'analisi svolta presuppone l'ipotesi LTE (equilibrio termodinamico locale)

secondo la quale l'unico flusso netto di fotoni € quello uste dalla struttura,

mentre all'interno si ha un bilancio tra i fotoni emessi e glleassorbiti (e quindi

nessuna quantita di moto netta trasferita). Tale ipotesi &lida quasi ovunque per
stelle “normali”, ad eccezione delle regioni atmosferiche

Dalla quantita di moto impartita si ricava lapressione di radiazione Pgenerata
dall'assorbimentcdeifotoni:

_ forza _-dp_ hv
i ~ superficie gt g c( KT dnin9

(la pressione diminuisce andando verso I'esternodP, e dr hanno segni opposti)
Ricordando ora che E, e la potenza emessa per unita di superficie, possiamo
scrivere:

F =W_nhvadv_nhv dr:nnhvc . da cui si ha

ad S st dt




TRASPORTO RADIATIVO E
GRADIENTE DI TEMPERATURA -3

Sempre nell’ipotesi LTE la pressione di radiazione dipendle T secondo la legge

—_ 1 4 _8 5k4_ 5
P="aT a=—,, =7,536<0" erg/nt
. . 3 c’h

e quindi otteniamo

E - - 4aT3d-r

a3 dr
che insieme alla relazione tra flusso F e luminosita L (se m@ta F,,4 non vi sono
altre sorgenti di flusso) L(r)

Frad = 2
4p r

da I'espressione per il gradiente termico in presenza dell&Xtrasporto radiativo:
dT:_Frad 3—_ 3kvr L(I’) — _ 3(\; L(I’)
a ¢ 4aT®  4dacT® 4pr> 1facT’r?
Questa equazione collega il gradiente di temperatura a L.@)r e alle caratteristiche
locali della materia stellare (k T, )




IL GRADIENTE DI TEMPERATURA
NEL TRASPORTO CONDUTTIVO

E semplice aggiungere il trasporto conduttivo_E , generalizzando I'equazione del
gradiente termico. Dalla legge della conducibilita ternasi puo scrivere:

I:cond: -L dl
e quindi otteniamo: dr
dT 4acT’
F(r)=F ) +F . 040 = - + L
( ) rad( ) con& ) dr 3er
3
Definendo ora k. = - 4;;: e poi la costante k secondo la relazionﬁe: k1+k1
3 V C
ricaviamo: F(r)= - 2acT AT
3kr dr
e quindi dT _ 3kr3 L(r)2 , che insieme condL(r) = 4pr?r(r)e(r) definisce
dr 4acT® 4pr dr

la struttura termica e permette con le equazioni dell’'eqbilio dinamico di calcolare
tutto della struttura stellarepurché in essa non sia presente LA CONVEZIONE



LA CONVEZIONE - 1

Convezione = trasferimento di calore con
Spostamento macroscopich materia.

All'inizio I'elemento di materia dm si trova in
equilibrio con 'ambiente:

=riy; P =P
Con I'innesco di una perturbazione I'elementc
diventa piu caldo e piu leggero dell’ambiente
tendend(a salire. Nelle ipotes che I'asces: sia
abbastanza veloce da poterla considers
adiabaticg ma abbastanza lenta da poterl

considerarequasi-statica avremo alla fine del
tratto r: rAo=r1,,; P, = P,

Sel2 = I 2 'elemento tendera a ricadere, interrompendo il process caso
contrario la salita continuera. Ricordando che per una tri(mmazione adiabatica e
PV, = P,V,9 , lacostanza dell’elemento di massaV, = ,V, ci permette di

scrivere ,/ ,=V,/V,e quindi Plfzg = Py %
[segue..]



LA CONVEZIONE - 2

Nel caso particolare di un gas perfetto = 5/3, mentre un’ipotesi piu aderente alla
realta e considerare la materia stellare come una mistura gas perfetto e
radiazione (gas di fotoni). Come vedremo, cABBASSAIl valore dell’esponente e
porta alla definizione dell'indice adiabatico ,5, minore di 5/3. L'equazione per
I'adiabatica andra piu correttamente scritta come

P, /s, P, G,
:r =

P A
Pif,% =P5" P°  oanche rp =r; —== 1
Per riassumere la condizione di stabilita rispettc alla convezionecioé 5 > T 5,
| puc rimer m
si pud esprimere come r, P, %;%D
L] Py

dlogr< 1 dlogP
dr G,p, dr

Notando che entrambi i gradienti logaritmici sonaegativi si ottiene finalmente la
CONDIZIONE DI STABILITA per convezione della struttura:

0, passando ai gradienti logaritmici, come

dlogP _ ~  LaconvezioneNON si sviluppa se nella struttura la pressione
dlogr AD " varia rispetto alla densitgiu lentamenteche in un’adiabatica




LA CONVEZIONE - 3

Se nella struttura predomina la pressione di gas perfettte(& di sequenza di massa
medio-piccola) il criterio trovato si puo riformulare in mdo piu efficace. Definendo
il gradiente adiabatico - 1

Nap =1-——
Gy
dlogP
dlogT
legge di stato ePV = NKT PM/ = NKT Ir :% , da cui ricaviamo:

e, in modo analogo, anchBl = , SI puO osservare che per un gaslalka

M dP PdT
df _Nk T 72 T dP _dT dP dT

diogr= =—X— -Px— =— -— =dlogP- dlog
T PM poT 12 P T 00 T8
NKT dlogP .
Quindi il criterio di stabilita precedente diventa <G,p ,cioe
dlogP -dlogT

dlogP —dIogT> 1 ]
dlogP Gy p Gy, dlogP
CRITERIO DI SCHWARZSCHILD

L ,dogT g SR cheei




LA TEORIA DELLA MIXING-LENGTH
(cenni)

La valutazione del flusso di energia F,,, trasportato mediante la convezione e un
problema difficilissimo, come tutti quelli che coinvolgan movimenti turbolenti
della materia (dinamica dei fluidi). La migliore trattazioe al momento disponibile e
dettateoria della mixing-length(lunghezza di mescolamento).

Si ammette che lI'elemento di gas risalga adiabaticamente pe certo tratto (la

mixing-length, appunto e poi cedz il suc calore in eccess all'ambiente.La stime
per il flusso trasportato e:
_dT>xh

aq dr

1 dT
F Cof VdI —cg v{(—
conv P 2 Fr <dl‘

dove ¢ e il calore specifico a pressione costanteg v sono densita e velocita media
delle particelle e h e la lunghezza di mescolamento. Nonitutparametri sono
valutabili con la precisione desiderata.



IL GRADIENTE TERMICO

(Riassunto)
< CCiII . gradienteRADIATIVO
AD
(inviluppi di alta sequenza, nuclei diassa sequeaz
((jjT: %!T . convezionéADIABATI CA"
I ' AD
(nuclei di alta segenzg
CCiII : convezionedDOMINANTE
AD

(inviluppi di bassa sequera)



