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ABSTRACT 
 

Presenteremo formule analitiche complete per l’eclissi di una stella descritta da un 
oscuramento al bordo quadratico o non-lineare. Nell’ipotesi restrittiva che il raggio del pianeta sia  
meno di 1/10 del raggio stellare, si dimostra che la curva di luce esatta può essere  ben approssimata 
assumendo per la regione stellare occultata dal pianeta una brillanza superficiale costante. Tali 
risultati sono stati applicati alle osservazioni HST della stella HD209458, ricavando un rapporto 
0,1207 ± 0,0003 tra il raggio del pianeta e quello della stella. Queste formule offrono un modo 
veloce e preciso di calcolare le curve di luce usando i coefficienti di oscuramento al bordo, ricavati 
dai modelli di atmosfera, che dovrebbero aiutare l’individuazione, la simulazione e il fittine dei 
parametri dei transiti planetari. 

 
 

 
1. INTRODUZIONE 

 
L’eclisse di HD209458 è stata di recente usata per misurare la massa e dimensioni del 

pianeta, che era stato trovato con misure di velocità (Charbonneau et al.2000; Henry et al. 2000). 
Con questa scoperta fondamentale il metodo dei transiti è aggiunto agli altri metodi di ricerca di 
esopianeti, fornendo parecchi candidati (Udalski et al. 2002a, 2002b; Dreizler et al. 2002). Diversi 
importanti programmi di ricerca che hanno l’obiettivo di rilevare transiti sono attualmente in corso 
o in progetto e daranno presto grandi quantità di  curve di luce che richiederanno un rapido calcolo 
di modelli di eclisse per individuare gli “aghi” dei transiti nel “pagliaio” delle variabilità. I fit delle 
curve di luce dei transiti potranno essere usati per caratterizzare il pianeta e la stella, fornendo 
condizioni importanti per la formazione planetaria. La recente attività in questo nuovo campo 
dell’astronomia giustifica un ritorno alle equazioni che descrivono la curva di luce del transito, 
argomento della presente lettera. 

L’oscuramento al bordo delle stelle di sequenza principale si rappresenta tipicamente con 
funzioni di cosm = q, dove q  è l’angolo tra la normale alla superficie stellare e la linea di vista 
dell’osservatore (figura 1a). Cleret (2000) ha trovato che le funzioni più appropriate per 
l’oscuramento al bordo sono la legge quadratica in m e la legge “non-lineare”, ossia uno sviluppo di 

Taylor al quarto ordine in 1 2m : quest’ultimo il flusso con una deviazione minore dello 0,05%. I dati 
richiedono un’accurata descrizione dell’oscuramento al bordo, come mostrato dalle osservazioni 
HST di HD209458 di qualità così elevata che è stata necessaria una legge quadratica di 
oscuramento al bordo anziché lineare per fittare la cura di luce del transito. 
 In questa lettera calcoliamo le funzioni analitiche, per curve di luce di transiti, leggi 
quadratiche e non-lineari di oscuramento al bordo e mettiamo questi programmi a disposizione della 
comunità scientifica. Per il trattamento di effetti più sottili durante il transito vedi Seager, Whitney, 
& Sasselov (2000), Seager & Sasselov (2000), Hubbard et al. (2001) e Hui & Seager (2002). Nel 
paragrafo 2 rivediamo la curva di luce di una sorgente sferica uniforme. Nel paragrafo 3 ricaviamo 
la curva di luce per le eclissi di stelle con oscuramento al bordo non lineare. Nel paragrafo 4 diamo 
una formula più semplice nell’approssimazione di una legge di oscuramento al bordo quadratica. 
Nel paragrafo 5 forniamo un’approssimazione per la curva di luce nel caso 0,1p £ , che è molto 
rapida da calcolare ed è notevolmente accurata. Nel paragrafo 6 applichiamo i risultati ad alcuni 
casi e nel paragrafo 7 concludiamo 
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2. SORGENTE UNIFORME 
 
Modelliamo il transito come l’eclisse di una stella sferica da parte di una sfera scura e opaca. 

Nel seguito d  è la distanza fra i centri, Pr  il raggio del pianeta, *r  il raggio della stella, *z d r=  

la separazione tra i due centri “normalizzata” e *pp r r= il rapporto tra i raggi. (figura 1b). Il 

flusso diviso per il flusso non oscurato è F. Per una sorgente uniforme il rapporto tra flusso oscurato 
e non oscurato è ( ) ( ), 1 ,e eF p z p z= - l , dove 
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. Consideriamo poi gli effetti di oscuramento al 

bordo. 
 

 
Figura 1 – (a) Geometria dell’oscuramento al bordo. La stella è vista di taglio con l’osservatore oltre il bordo superiore 
della pagina. La stella ha raggio r* e q  è definito come l’angolo tra l’osservatore e la normale alla superficie stellare, 

mentre cosm = q. (b) Geometria del transito dalla prospettiva dell’osservatore. 

 
 
 
3. OSCURAMENTO AL BORDO NON LINEARE 

 
L’oscuramento al bordo dà come effetto per la stella una distribuzione più “piccata” 

centralmente rispetto ad una sorgente uniforme. Ciò causa un indebolimento più significativo 
durante un’eclissi e crea una curvatura nel minimo. Includere l’oscuramento al bordo è dunque 
importante per calcolare le curve di luce accurate dell’eclisse. Claret (2000) ha proposto una legge 
di oscuramento non lineare che riproduce bene un’ampia gamma di modelli stellari e bande di 
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lunghezza d’onda osservate, ( ) ( )
4
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= - -m� , dove ( )1 22cos 1 rm = q = - , 0 1r£ £  è la 

curva radiale normalizzata sul disco della stella e ( )I r  è l’intensità specifica come funzione di r o 

m con ( )0 1I = . La figura 1a mostra la geometria “a lente” e la definizione di m. La curva di luce nel 

caso di bordo oscurato dà  
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dove ( ),eF p z  è la curva di luce di una sorgente uniforme definita nel paragrafo 2. Nel seguito 

0 1 2 3 41c c c c cº - - - - . Per convenienza definiamo ( )2a z pº - , ( )2b z pº +  e 
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Faremo una partizione dello spazio dei parametri in z e in p nelle regioni e nei casi riportati nella 
Tabella 1. Poi di volta in volta descriveremo ciascuno di questi casi. 

Nel caso 1 la stella non è oscurata, sicché 1F = . Nel caso 2 il disco del pianeta si trova sul 
bordo della stella ma non ne copre il centro del disco. Definiamo 
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Nell’equazione precedente ( ),B a b  è la funzione beta, ( )1 1 2, , , ; ,F a b b c x y  è la funzione 

ipergeometrica di Appell in 2 variabili e ( )2 1 , ; ;F a b c x  è la funzione ipergeometrica di Gauss. Il 

flusso relativo è 
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pW +� . Questo caso copre l’ingresso/egresso, dove la curva di luce 

è più ripida. Per i casi 3 e 4 il disco del pianeta giace interamente all’interno del disco stellare ma 
non ne copre il centro. Definiamo 
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Questo caso richiede che il pianeta abbia dimensioni pari a meno della metà della stella. Nel caso 5 
il bordo del pianeta tocca il centro del disco stellare col pianeta che giace tutto all’interno. Il flusso 

relativo è 
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+ �= + -� �W + � �� . Per il caso 6 il diametro del pianeta 

eguaglia il raggio della stella e il bordo del disco planetario tocca il centro e il bordo della stella. Il 
flusso relativo è  
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Nel caso 7 il bordo del disco planetario tocca il centro della stella, ma il pianeta non è interamente 
contenuto nel disco stellare. Il flusso relativo è: 
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Nel caso 8 il pianeta copre il centro del e il bordo del disco stellare. Il flusso relativo è 
4
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pW +� , eccettuato il caso in cui 1p = , 0z = , quando 0F = . Questo caso e il 

precedente si applicano quando il pianeta è più grande di metà della stella. 
Per il caso 9 il pianeta è interamente contenuto nel disco stellare e ne copre il centro. Il flusso 

relativo è ( )
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per inclinazioni quasi di taglio e per 1p � . 
Nel caso 10 il disco del pianeta è concentrico a quello della stella, nell’istante esatto del minimo del 

transito. In questo caso ( )
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quando si ha un transito centrale. 
Infine, nel caso 11, il pianeta eclissa completamente la stella, sicché F = 0. In tale situazione il 
“pianeta” è probabilmente una stella. Nell’eventualità che si abbia1 3 0c c= =  queste curve di luce 
possono essere semplificate come descritto nel successivo paragrafo 4. 
 
 
 
4. OSCURAMENTO AL BORDO QUADRATICO 

 
Descriviamo in questo paragrafo lì oscuramento al bordo con una funzione quadratica in m, 

( ) ( ) ( )2
1 21 1 1I r = - g - m - g - m  dove 1 2 1g + g < . La legge non lineare del paragrafo 3 si riduce a 

questa nel caso 1 3 0c c= = , 2 1 22c = g + g  e 4 2c = -g . In questo limite le funzioni ipergeometriche si 
riducono ad integrali ellittici molto più rapidi da calcolare, e in questo paragrafo diamo le formule 
semplificate. 
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dove ( ) ( ) 1 2
1 4k a zp= -� �� 	  e 2 2q p z= - . Qui ( ),r kP  è l’integrale ellittico Completo del 3° tipo, 

con la convenzione di segno di Gradshteyn & Ryzhik (1994). Per un oscuramento al bordo lineare, 

2 0g = , Merrill (1950) presenta un’espressione analitica equivalente in termini di una “funzione 

eclisse” a. Le espressioni qui riportate richiedono meno soluzioni di integrali ellittici, il che 
accorcia il tempo di calcolo, e includono il caso di oscuramento al bordo quadratico. La nostra 
espressione per l’eclisse, con l’oscuramento quadratico, diminuisce il tempo di calcolo di più di un 
ordine di grandezza rispetto al calcolo delle espressioni del paragrafo 3 o l’integrazione numerica 
del flusso non occultato. 
 
 
 
5. PICCOLI PIANETI 

 
Per un piccolo pianeta 0,1p �  e l’interno della curva di luce, 1z p< - , può essere approssimato 
assumendo che la brillanza superficiale della stella sia costante sotto il disco del pianeta, sicché 
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più grande delle dimensioni della stella, cosicché l’orbita può essere assimilata a una linea retta, 
allora la forma dell’eclisse per 0,1p �  è semplicemente determinata dal più piccolo parametro 

d’impatto, 1
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ragionevolmente preciso, e può essere usato per qualsiasi funzione di oscuramento al bordo, 
generalizzando l’approccio Deeg, Garrido & Claret (2001). 
 
 
 
6. DISCUSSIONE 

 
La figura 2 mostra cinque curve di luce, la prima delle quali ha 0nc =  { }1,4n = , mentre le altre 

quattro hanno 1nc = , 0mc =  { }m n¹  per 0,1p = ; queste curve possono essere pensate come un 

insieme base per qualsiasi oscuramento al bordo di tipo non-lineare. Si noti che la funzione di 
ordine superiore hanno flusso più fortemente concentrato verso il centro della stella e presentano 
quindi un ingresso più graduale e un minimo più pronunciato, poiché una maggiore quantità di 
flusso è bloccata al centro piuttosto che al bordo. Tute le curve si intrecciano vicino al valore 

0,7z �  e ciò significa che sono necessarie accurate osservazioni in prossimità del minimo e 
all’ingresso/egresso per determinare con precisione i coefficienti delle varie funzioni base. Se 
l’inclinazione è così grande che risulta 0,7z �  per l’intero transito può risultare difficile valutare 
gli nc  con sufficiente precisione. 
Poiché Claret (200) sostiene che la legge non lineare è la più accurata per l’oscuramento al bordo, 
abbiamo confrontato il transito con 0,1p =  con legge quadratica e legge non lineare. Dall’intera 
griglia di modelli calcolati da Claret (2000) che copre valori di  effT , g ,  [M/H] compresi negli 

intervalli:  2 000 K < effT < 50 000 K, 0 < log g < 5, – 5 < [M/H] < 1, e filtri u, b, v, y, U, B, V, R, I, 

J, H e K, la maggiore differenza per 0,1p =  tra i modelli quadratici e quelli non lineari equivale al 
3% del massimo di 1 F- . Quindi la legge quadratica dovrebbe essere sufficientemente accurata per 
stelle di sequenza principale quando la precisione richiesta non va oltre il 3%: anzi, la differenza 
media per l’intera griglia dei modelli è all’incirca l’1% del massimo valore di 1 F-  per ogni curva 

di luce. In termini assoluti ciò equivale a ( )2410 0,1p-  del flusso totale, una precisione 

raggiungibile da fuori dell’atmosfera terrestre. 
Finora abbiamo considerato la curva di luce solo come funzione di z e p. Determinare z come 
funzione del tempo richiede i parametri orbitali del pianeta, un’informazione che, per eccentricità 

zero, è data come 2 2 2cos cos
*
pa

z sen t i t
r

= w + w  dove w è la frequenza orbitale, mentre t è il 

tempo misurato a partire dal centro del transito. Alla curva di luce si può aggiungere il contributo 
del flusso da parte del pianeta o di altri compagni, riducendo così la profondità del transito. 
Per illustrare l’utilità delle nostre formule abbiamo adattato la curva di luce con oscuramento al 
bordo non lineare ai dati della stella HD209458 (Brown et al 2001) ottenuti con lo Spettrografo di 
Imaging del Telescopio Spaziale HST (STIS). In questo caso i parametri di best fit sono 

0,12070 0,00027p = ± , 86 ,591 0 ,055i = ° ± ° , * 8,779 0,032Pa r = ± , 1 0,701c = , 2 0,149c = , 

3 0,277c = ; 4 0,297c = - , con 2c  ridotto pari a 1,046. i parametri nc  sono poco accurati per via 
delle differenze troppo piccole tra le funzioni base, relative agli errori osservati e al grande 
parametro di impatto per questo sistema. Gli errori sugli altri parametri sono marginalizzati rispetto 
agli nc . Limitando l’oscuramento al bordo al caso quadratico troviamo 1 0,296 0,025g = ±  e 

2 0,34 0,4g = ± , consistente con i valori dedotti da Brown et al. (2001) e con le previsioni per le 
atmosfere stellari. Il valore di p nel caso quadratico è in accordo con il caso non lineare, il che 
indica l’indipendenza del fit dalla legge di oscuramento ipotizzata. Per una massa stellare di 
1,1 0,1±  M

�
 (Mazeh et al. 2000) e un periodo T = 3,5248 giorni (Brown et al. 2001) troviamo 
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* 1,145 0,035r = ±  R
�
 e 1,376 0,043Pr = ±  RJUP.  Applichiamo l’approccio per piccoli pianeti 

descritta nel paragrafo 5 a HD 209458, assumendo un oscuramento al bordo quadratico. Cody & 
Sasselov (2002) hanno determinato la temperatura efficace e gravità superficiale per questa stella, 
che implicano 1 0,292g =  e 2 0,35g =  per il flusso nella banda I (vicina alla effettiva lunghezza 
d’onda dei dati STIS dell’HST) dai modelli di Claret (2000). Dalla curva di luce si trova 

( )0 0,9835F z =  e ( )1 4 0,9847F z = . Risolvendo le equazioni del paragrafo 5 si ottiene 0 0,546z =  

e 0,12p = , valori molto vicini a quelli ricavati da un fit sull’intera curva di luce. Questa tecnica 
può essere utilizzata per la determinazione dei parametri iniziali per il fit sulla curva di luce. 
 

 
Figura 2 – Curve di luce di transito per p = 0,1 e c1 = c2 = c3 = c4 = 0 (linea continua) per c1 = 1 e c2 = c3 = c4 = 0 (linea a 
punti), c1 = c3 = c4 = 0 e c2 = 1 (linea tratteggiata), c1 = c2 = c4 = 0 e c3 = 1 (linea a punti e tratteggiata) e per c1 = c2 = c3 = 

= 0 e c4 = 1 (linea a tre punti + tratteggio). Le linee più sottili (quasi indistinguibili) mostrano l’approssimazione del 
paragrafo 5. 

 
 
 
7. CONCLUSIONI 

 
Abbiamo ricavato espressioni analitiche per un’eclisse che trattano il caso di oscuramento al bordo 
quadratico e non lineare. La legge non lineare (paragrafo 3) fornisce un fit accurato per un 
oscuramento stellare al bordo realistico, mentre il fit quadratico (paragrafo 4) offre un metodo 
veloce per ottenere una curva di luce relativamente precisa. Per un’approssimazione monto rapida e 
sufficientemente accurata, con qualsiasi legge di oscuramento al bordo, le equazioni del paragrafo 5 
possono essere usate per ottenere curve di luce. 
Se la legge di oscuramento al bordo è nota dal tipo spettrale della stella si possono usare le formule 
del paragrafo 5 per stimare analiticamente il parametro d’impatto minimo (in unità di raggio 
stellare) e il rapporto tra il raggio planetario e raggio della stella. Abbiamo scritto un programma 
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che prende in ingresso le proprietà della stella “ospite”, trova i coefficienti di oscuramento al bordo 
nelle tabelle di Claret (2000) e calcola la curva di luce per i parametri di un dato transito planetario. 
Il programma sarà utile per simulare ricerche di transiti planetari (Gaudi 2000; Defaÿ, Deleuil & 
Barge 2001; Jenkins, Caldwell & Borucki 2002, Remund et al. 2002; Jenkins 2002; Pepper & 
Gould 2002), per ricercare i segnali del transito in curve di luce raccolte in precedenti ricerche e per 
fittare e misurare gli errori di eventi di transito già rilevati. Le ricerche planetarie sono condizionate 
da due tipi di “rumori di fondo”: le binarie a eclisse radenti e i sistemi stellari tripli in cui le stelle si 
eclissano mentre il flusso luminoso della terza riduce la profondità dell’eclisse. L’uso di appropriati 
coefficienti di oscuramento al bordo per tipo spettrale di ogni stella aiuterà a riconoscere tali oggetti 
di contaminazione dai veri transiti planetari, e ciò può ottenersi mediante le formule qui presentate. 
Le routines e i programmi sono disponibili presso gli autori (vedi 
http://www.astro.washington.edu/agol). 
 


